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)iese Uebersicht bildet im Original den Anliang z 
chsten Ausgabe von Lacroix’s Traite elemeMaire . 
Icul differentiel et integraL Sie giebt die Theorie d 
iptischen Funktionen bis ausscliliesslich zum Traesfc 
itionsproblem in sehr klarer, kurzer, nbersichtlicber ui 
afacher Weise, und mochte sie deshalb als besondc 
eignet fur Solche erscheinen, welche das Studium d 
iptischen Funktionen beginnen wollen. ’Die Keichhalti 
it der Eesultate, die sinnreiche Form der Entwickelu 
id namentlich die vielfachen Andeutungen und Aiissichl 
inkte auf Theorien^ die sich an den Gegenstand dies 
ebersicbt anknupfen, werden auch das Interesse Dc 
aigen erregen, welche bereits mit den elliptischen Fun 
)nen vertraut sind. So z. B, kann wohl auf die Seite 
s 24 gegebene Reihenentwickelung mit unbestimmt 
Defficienten 'bingewiesen werden, welche nicht allein ; 
ache selbst vielfache Anwendung findet, sondern an 
B. fur die Darstellung des Transformationsproblems u: 
uwandter Theorien von grosser Wichtigkeit erscheii 
wie auf die kurze, die Funktionen mit vielfacher Peri 
citat betreffende Notiz. 

Der Uebersetzer glaubte durch die besondere Ueb( 
agung dieser Uebersicht dem deutschen Leser um 
ehr einen Dienst zu erweisen, als in dem gedacht 
lementarbuche dieselbe wohl nicht ganz an ihrer Ste 
scheinen mochte* Es durfte wohl namhch jetzt allgemc 
lerkannt sein, dass sich eine strenge und voUstandi 
ehandlung der elliptischen Funktionen nicht ohne ^ 
isse von Cauchy herruhrende Satze uber die zwisch 
ymplexen Grenzen genommenen Integrale geben las 


lesidaeacalculs vom Verfasser vorausgesetzt worden, ohr 
iiss jedoch in der betreffenden Ausgabe von Lacroix 
L,e}irbEclie dieselben hinzugefugt sind, was um so mehr z 
leklagen ist, als diese Betrachtungen auch far andei 
iwecke wichtig sind xind recht eigentlich in ein solche 
^leEientarbuch gelioren. Der Uebersetzer bat sicb dah€ 
eraalasst gesehen, diese Lucke in einem hinzugefiigte 
kahaage ansznfnllen, und glaubt dadurcb Denjenigei 
relebe sicb des Buches zum ersten Stadium bediene 
rolltm, einen Dienst geleistet zu baben; dass er daran de 
"oislindigkeit wegen einige Entwickelungen gekniipft, di 
licht iimnittelbar im Bucbe Anwendung finden, wird wol 
ach Verzeihung finden. 

In wie weit diese Darstellung eine selbststandige is 
lad in wie weit' man sicb bierbei an Briot und Bouquet' 
des fonctiam doublement periodiques angescblosse 
lat, wird der Kundige leicbt erseben. Dass im Anbang 
toch die Ferwandlung der Integrale, weicbe eine Wurzs 
ierten Grades enthalten, auf die Form der elliptische 
ategrale gegeben wurde, weicbe im Bucbe selbst, als da 
rransformationsproblem berubrend, nicbt entbaJten isi 
echtfertigt sicb daraus, dass diese Verwandlung selbs 
>ei den einfacberen Anwendungen der elliptiscben Funk 
bnen notbwendig ist. Abgeseben von diesem Anbang 
at mffli sicb anf eine moglicbst treue Uebersetzung um 
^crbessening mebrerer Druckfebler bescbrankt. 
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Einleitung. 


lekanntlich giebt man den Namen: algebraische Punktion, jed 
Bezug auf eine Variable ganzen Polynom, den Quotienten sold 
lynome iind den Wurzeln von GleicLungen, deren erstes Glied 
zug auf die Uiibekannte und die Variable eine gauze Funkti 
. Alle Funktionen, welche durcb diese Definition, an welehe ^ 
ir erinnert haben, nicht bestimmt sind, nennt man Transcendent 
B. Exponentialgrdssen und Logarithmen, Sinus, Cosiniis, Tj 
nte eines Kreisbogens, oder die arcus sinus, arcus tangens u. s. 

Diejenigen Funktionen von Funktionen, welche man durch alj 
aische Combinationen aus diesen obengen^nnten Transcendeni 
lalt, sind offenbar ebenfalls transcendente Funktionen, und n 
:ht so ein, dass man deren Anzahl in‘'s Unendliche vermehi 
nnte, freilich ohne alien Nutzen. Aber wenn man das Feld < 
gebra verlasst und die Integrakechnung betrachtet, so gerath n 
f natiirliehem Wege und ganz von selbst auf eine wahrhaft fruc 
re Quelle von unendlieh viel neuen Funktionen, die wesentl 
n einander verschieden sind, jede fiir sich eigenthiimliche ana 
che Eigen schaf ten, ausserdem aber gemeinschaftliche Charakt 
sitzen, vermoge deren sie sich in grosse Kategorien brin^ 
isen, und deren tieferes Studium einer der interessantesten Geg 


steii und elementarsten Grrossen sincl* iNaca den ijO| 
Kreisbogen kommen die elliptiscben Funktionen, die 


dx 


/ UA 

^ — -- sich erg 

offiien eioe Reihe neuer Funktionen und stellen von 
sagen das erste Glied dar. Ihnen ist dieser Abriss g 
wir werden zunachst versiichen, von ihnen eine V' 
schaimng zu geben, indem wir ihre hervortretendsten 
skizziren. 


Gemeinschaftliche Eigenschaften der trigonoinetrisi'li 
und elliptischen Funktionen. 

Indem wir so eben an die Definition dcr algebraiseheii Fin 
nen erinnerten, sagten wir, dass sie einerseits die rationa 
lynome und Brilclie, andererseits die Wurzein der Gleicbun^ 
[y^x) = 0 in sich scblossen, deren erstes Glied ganz und ratio 
in Bezug aiif die Variable x und die Unbekanute j. Im ers 
,11 liaben die Funktionen nur einen einzigen Werth fiir jec 
illen Oder imaginaren AVertb von x, wiihrend sie im letztern 
de Wertke darbieten, als der Grad der Gleichung, welcbe 
finirt und die wir als ixTeducibel annehmen, Einheiten bat. 1 
nlicber Unterscliied findet zwiscben den einfachcn Transcend 
1 sin X, cos X, tang x und arc sin x, arc cos x, arc tain 
itt; die Erstern gleicben den rational en Polynoraen iind Briich 
sie nur auf eine einzige Art bestimmt werden kdnnen, die 
:n dagegen lassen unendlicb viel Wertbe zu, und in dieser ] 
ihung kommen sie mit den Wurzein einer Gleichung von une 
h hobem Grade liberein. ' Ebenso verbiilt es sich offenbar mit 
[ponentialgrosse e^, und mit dem Logarithmus, den man als dii 
5 transcendente Gleichung (Gleichung von unendlicb hohem Gra 
= X definirt sich vorstellen kann. Diese Beziehungy welcbe s 
f den ersten Blick darbietet, wird durch folgende Bemerknn^ 
statigt und erganzt. Fiir jeden reellen oder imaginaren We 
r Variable hat man: 

^ X x^ x3 

= 1 HI — j Hh 2 HH ~ -f- , . . 

sm ^ — 1,2.3 -'-12. 3. 4. 5 ■“1.2. 3. 4. 5.6.7 “ 


X- X* 

lg(H-s) = x — -2 + 3--4-+--- 

1.3x’ 1.3. 5 X' ^ 

arcsinx = x + ^ + g^ + 274X7‘^ • • 

2-3 ^5 ^7 

arc tg x=rx — ^ + -g--“y+. • • 

iinr einen Sinn, so lange die Variable kleiner als Eins 
annahemde Identitat mit Polynomen ist nur in einem 
Umfange moglich. Endlich kann man — und dies if 
pnnkt — aus einem gegebenen Werthe, sei es der 
grosse Oder der trigonometrischen Funktionen, anf algel 
selbst rationalem Wege imendlich viel andere Wer 
So berechnet man in der ebenen Trigonometric , inc 
dem Bogen, welcber 10 enthalt, ausgebt, alle Wert] 
des Cosinus und der Tangente, welche in den Tafeln e 
dies ist eine ebenso merkwiirdige als wicbtige Eigei 
Funktionen, und sie ergiebt sick aus den Beziebungen 
ex4-y ey 


sin (x -h y) = sin x-cos y -f- sin y cos x 

cos (x -h y) = cos X cos y — sin x sin y 

, , . tg X -H tg y 

g y) — _ tg X tg y ’ 

deren zweite Glieder auf algebraiscbem Wege aus Fi 
den Argumenten x und y zusammengesetzt sind. 

Die • namlichen Eigenschaften finden wir in der 
Funktionen, von welchen sie die wesentlicksten Charj 
und wir konnen, indem wir das eben Gegebene zus 
von den neuen Funktionen sagen: „Sie sind einform 
eine einzige Art zu bestimmende Funktionen, rationj 
analog, an die sie sicb bis auf jede beliebige Grenze i 
beliebigen Umfange des Werthes der Variablen anns 
ausserdem sind die Funktionen einer Summe zweier 


und y algebraiseh durcli die Funktionen des Argument 
Argumentes y ausdriickbar/‘ So wie endlich der' Expc 


3se Integrale unendlich vieldeutig sind! 


B. Beber die Periodicitat der trigonometrischeD und 
elliptischen Funktionen. 

Diese wichtige Eigenscliaft zeigt ganz besonders den Unt 
lied, welcher die Funktionen, ihrer Natur iiach, von den rationa 
jebraischen Funktionen trennt, mit denen wir sie so eben -v 
chen haben, und driickt ihnen gewissermassen den augenscb^ 
hsten Charakter transcendenter Funktionen auf. Durch i' 
riodicitat iibrigens sind sinus und cosinus fiir fast alle Fragen 
lalysis so wichtig, von denjenigen Untersuchungen an, welclie 
straktcn Eigenschaften ganzer Zablen betreffen, bis zu den l 
ndungen der Analysis in der Pliysik und Astronomie. Von dies 
jsichtspunkte aus ist es besonders interessant, das erste Glied 
r Ian gen Reihe der neuen Transcendenten zu untersuchen, weld 
h an die trigonometrischeii Funktionen, die ja lange Zeit ail 
kannt waren, unnrittelbar anschliesst. Im Beginn ihrer Unt 
2 hung machteu Abel und Jakobi gleichzeitig die grosse E 
ckung, dass die elliptischen Funktionen 2 Periodeu haben, ei 
i man immer als reell annehmen kann, und eine, die nothwen 
aginar ist. Jakobi hat ausserdem bewiesen, dass eine eindeut 
inktion einer Variablen nicht mehr als 2 Perioden haben ka 
d nach ihm hat Liouville, indem er die Theorie der dopj 
riodischen Funktionen in ihrer ganzen Allgemeinheit behandd 
zeigt, dass sie sich immer auf elliptische Funktionen zuriickfUh] 
!sen, und so die Vermuthung Jakobi’s ausser alien Zweifel ; 
illt, dass diese Funktionen Alles in sich fassen, was die Analj 
Bezug auf die genaunte Periodicitat in ihrem weitesten Sii 




I. Satz von Jakobi. 


Sind a iind b zwei Grossen, dereii Verbaltniss reell und i 
3!iimciisiirabe! ist, so weiss man aiis der Theorie der Ketteubrucl: 

a . . m 

ass man sich an durch uuendlich viel rationale Briiche — a 
b n 

lilieni kann, derart, dass immer die Bedingung erfiillt wird: 

a m s 
_ _ _ ^ _ 

o s kleiner als Bins ist. Hierans folgt: 



n 


ber eine Funktioii, welcbe die Perioden a mid b bat, bleibt u 
jrandert, weini man der Variablen eine Summe von ganzeii yi( 
,clien dieser Grossen hinzufiigt, also na — mb. Da man n 


:*oss, als man will, ncbineii kann (weil sonst g nicbt irrational war( 
> kann die neiie Periode na — mb == klcincr als jede gegcbe: 


rbsse gedaclit werden, imd es ist somit klar, dass es keine dopp( 
^riodiscbe Fimktion geben kann, wo das Verhaltniss der Periodi 
iell iind incommeiisurabel ist. 

Aiif denselben Schluss, d. b. auf eine unendlicb kleine Period 
ler vielmebr eine solcbe, dereu Modul unendlicb klein ist, gcratln 
ir, weim wir 3 imaginare Perioden annebmen: 

a = a + a' - 1 
b = -f- ff 

c = y -i- f [/—I 

an kann namlicb unendlicb viel ganze Zablen in n p bnden, derai 
iss def Modiil von am -f- bn -}- cp kleiner als jede gegcbene Grosi 
I. Betraebten wir zu dem Ende die ternare qiiadratische Form: 


se Werthe durcli m n p bezeichnet, sich ergiebt: 

-4- ^ 2 j 

0 urn so melir 

.nn man also auch nicht gleichzeitig setzen: 

am-h/Sn-f-T^p = 0, 
a^m-f-zS^n-HT-'p = o, 
h. am-hbn-f-cp = o, 

h. sind a b c 3 wirklicb verscbiedene Perioden, so sieht n 
eh, dass mit wachsendem A J so klein werden kann , als n 
11, imd dass man anf Perioden kommt, deren Modiil, wie wir ol 
sagt haben, in’s Unendliche abnimmt. Iiidess haben wir am 
mmen, dass die Determinante der quadratischen Form nicht 
. Aber in diesem besondern Fall betrachtet man statt der 1 
ren die binare Form: 

(ax ■+- j3yy- -j- («'x + /S'y)^ -+- ^ 

ter der Bedinguiig, dass a/5' — /5a' = 0 ist, die Determinante 
oC^ *4“ a' ^ 

nn: , uud wird niemals verschwinden kdnnen. Nehn 

r nun an, dass fiir x = m, y = n ein Minimum cintrate, so 
in: 

id um so mehr 

(am-4-/5n)2Hh(a'm4-y5'n)‘-i< ^ 

an kann also wie oben schliessen, und gelangt zu einer Peri 

1 4- bn , deren Modul beliebig klein ist Dieser besonclei’B 1 
: iibrigens in dem, welchen wir ziierst betrachtet haben, mit i 
^schlossen, denn die Bedingung ajS' jSa' = 0 driickt aus, d 

. a 4 - a' V — 1 a „ . , 


ahrend in rein anaijtiscner jbezienung , z. jd. wenn man ais jue 
itioii die Reihen annimmt: 


1.2.3 1.2. 3, 4. 5' 


C0S3 = 1- 


1.2.3. 4 


iese wichtige Eigenschaft viel versteekter ist. 

Kicht anders ist es in Betracht der Exponentialgrdsse, die 


reiize eines ganzen Polynoms 


X A X^ 

T T~2 ^ Y ' 2 3 • betraelitet werden kann. Indess h 


tan fur die trigonometrischen Funktionen noch andere Ausdriici 
ro der periodische Charakter ebenso unmittelbar erscheint, wie 
er Geometrie, und die zu untersucben um so interessaiiter ist, £ 
e diirch eine leichte Yerallgemeinerung ganz von selbst auf Fun 
ouen einer hohern Ordnung fiihren, welcbe 2 verschiedene Period 
aben. Als erstes Beispiel nehmen wir die Entwickelung in ein u 
ndliches Produkt: 


sin Jix = ;rx ( 1 




‘-7 


l + i 1 + 


elcbe man fiir unendlicbes m als die Grenze folgenden Polynoi 
etrachten kann: 


5.(x) = x 1-^ 1- 


i"f"T 


Ian sieht aber sogleicb, dass: 


5£'(x-t-l)= — jo(x) 


m — f— l-f- X 


TTCOtTTX = h 

X X 1 X 2 X — 3 ^ * * * 

1 1 1 

X-+-1 x-f-2 x+3 • 

tzt man x-f-1 statt x, so wird das 2. Glied: 

1 1 11 

X 132 ■ • • 

1 1 1 . 
sh- 2 ■*■ x+3 “*■ s+4 -f- • ■ •’ 
d reproducirt sich daher, denn die Partialbriiche haben nur ihi 
atz geandert, indem jeder um eine Stelle vorriickt. Durch e 
cbte Verallgemeinerung erhalt man die folgende Art eine FunJct 
.szudriickenj welche cine beliebige Periode hat, namlich: 


-h . . . . 


<p (x) (p (x — a) (p (x — 2a) p (x — 3a) . 
f (x-ha) p (x-f-2a) p (x-f-3a) . 


^ (x) ^ (x — a) -h p (x — 2 a) 4- p (x — 3 a) -f-\ . 

Hh (x + a) 4- ^ (x-f-2a) 4- ^ (x4-3a) 4- . . 


ir die Bedingung der Convergenz ist bei dem nnendlichen Prod 
ier der Keihe zu erfiillen. Wenn man ihr geniigen kann, ind 
in fiir p (x) eine an sich periodische Funktion annimmt, so 
th man auf den Ausdruck einer doppelt periodischen Funkti 
ne solche ist z. B. die Entwickelnng: 

111 1 

^ I 

sin X sin (x — a) sin (x— 2 a) sin (x — 3 a) * * * 

111 

I «m I pH^iqpia ' ■ -I - III! ■■ - ii — ■- m MaLMi 

sin (x4-a) sin (x4-2a) sin(x4“3a) ' * ‘ ’ 

jlche sich genau ebenso in der Theorie der elliptischen Funktioi 
irfindet, und deren Convergenz man leicht beweisen kann, w< 
imaginar ist. Ist aber a reell, so convergiren die hohern Glie 
ir Reihe nicht nach Null bin, und es findet ofFenbar Diverg 
att, was mit dem iibereinstimmt, was oben iiber die Unmdglichl 


&gie aiif Aosdracke von der Form 

0 m und n ebenfalls gauze Wertbe annehmen, nur die Combinati* 

1 = 0, n = 0 aiisgescblossen. Aber die genauere Untersuchu] 
ieser Aiisdriicke hat einen eben so wichtigen als sonderbaren Ui 
Land zu Tage gebracht. Cayley hat in einer Abhandlung iiber c 
oppeit periodischen Funktionen, welche im Lioiiville’schen Journ 
land X. veroffentlicht ist, gezeigt, dass ihr Werth wesentlich v( 
em G-esetze abbangt, nach welchem man gleiehzeitig m und n ii 
'neiidlicbe wachsen lasst. So z. B. erhalt man einen analytisch( 
ollstandig bestimmten iind gegebenen Ausdruck, wenn man sich d 
edingung stellt, dass m und n Coordinajen eines Punktes im Inne: 
ines Kreises x- y2 = 'R- sein sollen , dessen Radius man bis ir 
bendliche wachsen lasst. Wenn man aber den Kreis durch ei] 
ndere Curve ersetzt, so erhalt man als Grenze eine an der e Fun. 
on, und anstatt auf diese Art doppelt periodische Ehinktionen da 
iistelien, die sich reproduciren kbnnten, wenn man fiir x x -f- a ui 
-j-b setzt, kommt man auf Funktionen, die sich mit einer E 
onentialgrosse multiplicirt reproduciren. Diese Funktionen geb( 
ber in der That die analytischen Fuiidamente, auf welchen, wie v 
jhen werden, die gauze Theorie der elliptischen Funktionen berul 
3er man wird sehen, dass die Vermuthung, welche auf der Analog 
3r Ausdriicke 

egriindet war, sich nieht bewahrt, und dass die zweiten Funktione 
Lcbi gerade doppelt periodisch sind, obgleich sie die wesentlichen El 
lente zu den doppelt periodischen Funktionen geben. Da wir die? 
inen und interessanten Untersuchunn^en nicht in ihr^r An 


.bJit.^4 w VOJ. U.\/JUU. AU-OULI. UV/Xk. H H J X —I— / 

\ my* 

Die Hauptsaehe, aiif welche wir die Aufmerksamkeit lenki 
5teht darin, dass dies Produkt iiur periodiscb ist, wenn man 
die schon bezeichnete Grenze betracbtet: 



snn m nnendlich gross wird. Setzen wir in der That 



d lassen wir m und n in’s Unendliche zunebmen, unter der 1 
;igungj dass 


m =s a>n 


i, wo CO eine vorhcr zu bcstimmende Constante ist. Wir wen 
ben , dass fill* n = oo , der Grenzwertb. von cp (x) von a> abba: 
d niir daun periodiscb ist, wenn co = 1 ist. 

Sei der Kiirze wegen: 



11 1 

7 "*■ X _ 1 + •’•-*- _ n’ 

11 1 

■ ■■ »■ i ' ' ' win ^ 

X HH 1 X “i” 2 X -f- m 


giebt Gleicbung 1), indem man von beiden Gliedern die lo 
bmiscbe Ableitung nimmt: 

2^ = V-i- + V— i- • 

^ p (x) — n -f- m 

5 ist aber identiscb: 


5 kann man scbreiben: 


y' W 










nd man bat die Grenze des 2. Gliedes zu bestimmen, wenn m ui 

in’s Unendliche waebsen. Aber die Eeihen — - — , — 

lid beide convergent, haben einzeln endliche Summen, und ih: 
renzen sind somit vollig bestimmt, wobei die Bestimmimg m = n 
eieen Einfluss ausiibt. Aber anders ist es in Bezug auf die Reih< 

■ — \ 2 ^ ' A 1 

S — 7 > — j deren Summen mit m und n in^’s Unendlicbe wac' 

JO. / wird also die uubestimmte Differenz zwisebeu 2 Unendlic 
nten, und es bandelt sicb dariim, ibren Wertb zu ermitteln, 2 


im Ende wollen wir die Reibe ■ 

1 Z 


— durcb ein b 
m 


immtes Integral ausdriicken, wobei wir von der Relation ausgebe: 

1 


f 

do 


dx = 


an hat dann: 


1 1 

'2 3 


1 

— = I dx (l + x-f-...+x™— 

m Jo 

x”a , 

= - — - dx , 

Jo 1 — X 


nd die Differenz der beiden abnlicben Reiben — wii 

j^m jLm/ n 

isgedriickt durcb: 


Jo 1 — X Jo 1 — x Jo 1' 




un ist noch der Wertb dieses Integrals fiir m = wn und n = ( 


i wenn n unendlicli wird, kommt das bekannte Integral: 


I' 


, dz = Ig 


‘ durch bezeichnete Grdsse hat also den Werth Ig at und v 
iwindet nur fur a> = 1, in diesem Falle wird Gleichung 2) : 

^ 1 . 1 1 1 

X 


X— 1 ^ X— 2 
1 1 


x-f-1 ^ X— 2 


X — m 

_ l_ 

x+m 


ist klar, dass diese beiden imendlichen Reihen durch folger 
nvergente Reihe ersetzt werden konnen: 

<p* (x) 1 2x 2x 2x 

~ X X^ -- 1 4 * 

e Summe derselben ist tt cot ttx* Aber im Allgemeinen, so lai 
s Verhaltniss cx) zwischen m imd n willkiirlich ist, hat man: 


p'(^) 


7Z cot TTX -f- Ig O;. 


d also: 


J <p'lL 

dx = Ig sin ;rx 4- X Ig u> const. 


^(x) = C sin ;rx, 

) C eine Constante ist. 

Dieses Resultat macht die eigenthiimliche Unbestimmtheit k 
ilche der Ausdruck -f- hat , und kann dazu dien 

e analoge Eigenschaft in Bezug auf den doppelt unendlic] 


)n einem allgememen liesicntspunKi aus iiauu uirt-n . 

ncleiitigB und gaiiz6 Funktionen gicbt, welclie 2 PBriodon liabs. 
ies ist der Gegenstand des folgendeu, von Liouville berrUhrende 
itzes, aiif weichem dieser ausgezeiclinete Mcithematiker eirie vol 
andige Theorie der doppelt periodischen Funktionen gegriindet bat. 


IV. lionviUe’sclier Satz. 

Dieser Satz sagt nns, dass jede eindeiitige Funktion f (x), weld 
Perioden a und b bat , sicb notbwendig auf eine Constante red 
rt, wenn sie fur keinen Werth der Variablen unendlich wird. U 
ies zu beweisen, gehen wir von dem allgememen Ausdruck jed 
mzen eindeutigen Funktion mit Periode a aus; 




^ irx 
- 2m — 
Am e a - 


Die Bedingung f (x-+-b) =fx giebt die Gleicbung: 


2m_ 

Ame a e a 




zm — 

Am e a . 


[ultiplicirt man beide Glieder mit e “a und integrirt in den Gre 
in 0 und a, so erhalt man: 


An e a = An. 


[ieraus folgt, dass An =0 ist. Denn da das Verbaltniss der b( 


en Perioden ~ imaginar ist, kann nicbt e"*' a =1 sein, aus£ 


^enn n = 0 ist. Also An ist =0 fiir jeden Werth von n auss 
iir n = 0, und f (x) reducirt sicb auf die Constante A^. — 

Dieser eben so wicbtige als einfacbe Satz zeigt, dass die doppi 
eriodischen Funktionen nothwendiger Weise Transcendenten v 


jpelt periodischer Funktionen aus dcm allgememen Ausdrucke: 
x) — a) (p (x — 2a) (p (x — 3a) , (x-+-a) p (x-h2a) p{x-\-i 

:stelien zu lassen, indem man fih* px eine ganze periodische Fur 
a nimmt. Aber obgleich diese Ausdrucke keine dappelt per 
cben Funktionen geben, so geben sie dock die Zilliler und Neni 
•selben, und hiermit treten wir im eigentlichen Sinne in die I 
suckung der elliptiscken Funktionen ein. 


A ddi t io n der Funktionen 0 (x), H (x), ihr Ausdru 
in Produkten und Beihen. 

Hdchst wicktig und interessant ist die genaue Untersucki 
rjenigen Kunstgriffe, durch welcke man, von den oben auseinan' 
setzten Grundbegriffen ausgehend, zur Kenntniss einer nei 
inktion gelangt, aus welcker eine ganz neue Reike analytisc' 
‘griffe entstekt; und ein vollstandiges Handbuck liber diesen 
rn Gegenstand diirfte keine dieser Metkoden aussckliessen, wel< 
Bezug auf die Funktionen Q (x) und H (x) entdeckt und beni 
)rden sind. Hier aber werden wir nur zwei geben, deren eine s 
.turgemass an das Vorkergekende anschliesst, und deren and 
s dazu fiikren wird, einen Abriss von den analogen Funktio] 
t mehreren Yariablen und von einer liokern Ordnung zu geb 
ilche man Abelscke oder hyperelliptiscke Funktionen nennt 

I. Erste Methode* 


Wir bedienen uns in dem Folerenden derieniffen Bezeicknuns 
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ist. Indem unter (p (x) eine gauze Fu: 
verstanden wird, betrachten wir statt de 

f (x) <p (x — iK') (p (x — 2iK') . . . ^ ( 

von denen wir wissen, dass sie nicht zu 
stimmten Funktion dienen konnen, den i 

(p(x) = p (x-f-iK') p (x-+-3iK0 p ( 
p ( — x-f-iK') p (■— x-f“3iE 
Man hat zonachst 

0 (x-h2K) = 0 
und es ergiebt sich immittelbar 

(P(x-t-2iK') = (P(x)^ 

Man kommt also auf keine doppelte ] 
diese neue Art von Aiisdriicken fiihrt, 
vollstandig definirte und bestimmte Funk 
Sei z. B. die ganze Funktion, welch 

i 

^ (x) = 1 — e 

so hat man 


p ( — X — iK') 
p (x-+-iK') ~ 

Setzt man noch; 

— TZ 

q = e 

so ergiebt sich: 


f [x -f- (2m-Hl)iK'] [— x^ 

= 1 — 2q2n'+l cos ^ - 
Jx 
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271 


= ■— sin 


K 


nx 

X 


7TX 

• 2 q COS -g- -+* 


1 — 2 q^ 


TTX 

X’ 


1 

1 — 2q> 


q’ 


7ZX 

cos^ 4- 



Iclie im angenommenen Falle immer convergent ist, welchen reel 
er imagiuaren Werth die Variable x auch babe. 


Indem wir als Factor eine Constante A einfiihren, setzen 
t Jacobi: 


6 (x) A. 0 (x) 
er: 



A(1 — 2q cos 2x -f- q2) (1 — 2q3 cos2x -f- q*^) 
(1 — 2q* cos 2x-h q^*^) .... 


es ist die erste der von uns zu definirenden Funktioneii. Sie 
lit die Relationen: 

' 6>Cx + 2K) = <9(x), 

) — i2(x4-iKq 

( 9 (x+SiKO = ~ 6> (x) e 
ilcbe der Tbeorie als Grundlage dienen. 

Sei 2 tens: 

H{x) = — il9(x-hiK0 

findet man unmittelbar die Beziebungen, welche der vorgeben* 
inz ahnlicb sind: 
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tion, denn w("gen cler Relatioiien 1) 


Hjx) 
& (x) 


den Bedingungen: 


II (x + 2 K) 
K) 


^ (x -f- 4 K) 
^ (X -i- 4 K) 

H{x -h2iK0 
6/ (x 2iK') 


Setzon vvir iioch 


(x) = 6* (x 

J/, (X) = B 


d. li. 

6/, = A (1 4- 2q cos 2x 4- q-) 

(1 4- 2q’ cos 2 X 4- q*^') . 


J = A . 2 V q cos X ( 1 4 - 2 q ‘ cos 
(l4-2q®cos2x4-q'') . . , 
Diesc Leiden neneii Fiiiiktionen fiihrei 
d, (x4- 2K) = 9, (x; 

9 (x4-2iK') -■= 9^ (x 



4) 


i?, (x 4- 2 K) = — B, 
B, (x4-2iK0 = B, (x; 
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ten Gleicliiingeii zii geben, welche man erhalt, indem man jed 
er Fiiiiktionen gloic.li Null r?etzt, niimlicli: 


0 (x) = 0, X = 2mK-f- ('2m'-+-l) iK', 


H {-s) =0, X = 2mK -=h2m'iK', 

(x) == 0, X = (2m-hl)K-h(2m'-f-l)iK', 
(x) =0, X == (2m-i-l)K-F2m'iK% 


m und m' beliebige ganze Zablen sind. Zu den verscliiedent 
ebeo gegebenen Grnndbeziebungeu fiigen wir nocdi die folgende 
cbe oft angewandt werden, liinzii: 


9 (x- 


• iK‘) = iff(x) o 


iK') 


— “;.2x4-iK') 

H(x-hiK') = i 6^ (x) e 

— 2x i-iK') 

9 , (x-hiKO = f/, {x)e 

— ~ (2x-f-iK'^ 

H,(x4-iK0 = 9 , (x)c 


Endlich maclieii wir noch daninf aufmerksam, dass diese I 
bungen sicb nielit iindern, wenn man ftir x Ax, fiir K und - 
d AK^ setzt, so dass man cine der Periodeu beliebig annelim< 
0 z. B. K = 1 sctzen kann. Denn von diescm specielleii F 
I'd man sogleicli zu unsern allgemeiiien Ausdrlicken zuriickgefiil' 
)er diese Specialisirimg ist von der, welcbe wir gebraucben w 
n, verscliieden. Wir werden von der letzteren sprecben, sob: 
‘ sicb naturgemass darbietet. 
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S' 


A 

Am e a 


s 




2 m - 


zn suchen. 

Versucheu wir also Am und Bm durd 
stimmeu : 


Xa-.’-'? X"-' 


‘>0 


wo b die 2. Periode ist. 

Sei der Abkiirzung wegen 


2a 


q — e a , 

durch Wegschaffen der Nenner erbalt man: 


> Am e * 


-X 


Bm 6 


•2fn— ( 


Bm G a G a 


und in dieser iieuen Gleicbung siud die Coe 
poiicntialgrosse e*-^^ gleicb zu setzen. Ma 
dass diese Coefficienten die Keilien bilden: 


A(,^_m) Bm und A( 

— 00 _ 00 

derart, dass, wenn man fiir den Augenblick 
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ihei) su erbaltcii, induin mnii sic idcnfisch maclit. Zu dem Ei 
;zen wir: 

\u~m) Bm = A(p,_n) Bn 

d nelimen an, dass n als Funktion von m gegeben sei, den 
ss diese beiden Grdssen gleiclizeitig d'c vollstandige Reihe < 
iizen Zahlen darstellen koiinen. Dies gescliiobt, wenn man set 

n = m -f* k, 


I k einc ganze Zahl ist, und uachdcm man die vorige Gleicbn 
tei* die Form gebracht bat: 

Ari — m Bq 

q2C/^-n) Bn, 

rd man findeu: 

A(fx — ro) B (m-t-k) 

- 2 (A~m-k) q 2 “Bni’ 


Da aber die Gleicbung erfiillt wird, was aucb /x sei, so ks 
in setzen: 

II — m‘ — k = m', 

) m' einc gauze von m unabbangige Zabl ist, Dies giebt: 


-A(in'-f-k) B(ni+k) 

)raus man erkenut, dass jodcs Glied gleicb einer Coustanlen 
ie unbekannten Funktionen Am und Bm sind mithin 2 Aufiosun^ 
irselben Differcnzengleichung : 


Z(m+k ) 
q2“ Zm 

iren allgemeines Integral ist: 


const., 


A,„ =: q k 

rn^ 

l^in ^ q ^ ’ 

WO am mid bm die Bediiigiuigeu crfullcii: 


<*(m-»'k) — ‘*in ) 
b(m I k) = b,n . 


Setzt man also: 


' (x) = X Unj q ^ c 


II (x) = V b,. 


q »< e“ 


(l> (x) 


so wil’d der Quotient yy) { der Aundruck i'iir (di:i 
// (x) 


dische Funktion sein, wolcbc dur(di uusoi’e Analysis g'o 
handelt sicli jetzt darnm, die inerkwiirdigon K(‘ihi*it, ai 
den Zabler mid don Noimor g’ekommen siml, genaiuu' 
Was zunachst die Convorgcni? aulxdntl't, ho wird, 
wir gcthan habcn, den Modul voii q kbducr als 
giinze Zahl k, vvolclic Konst willkih’lich bleibt, olVt 
genommen werdeii miissou. j:ug(jg;(d)en , word 
Rede stehendeu Rcihcii, da sie nacdi (juadralisehen 
fortschreiten , fiir alle rcellcu and imapidireu VVertl 
sehr rasch convergirem , und yavar so raneh, wio 
Beispiele in der Analysis bishor vorgidvOtrmion int. 
zu seheiij wie sich die do[>peltc Periodi(‘iliil des Qi' 
wollen wir z. B. im Ziihlor x -f- b fiir x Hetzen. K 
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1 allgemeiiien Glicde fiir in m— k fcctzen. weil der Index aile g 
n Werthe von — go bis Hf-oo aniiimoit Indeni man also a^^In_k) = 
tzt, jSndet man: 


^(x-l-b) 



(m— k)~ 

q 


2(in-k) 2(ia-k}— 

e a 




k 2(m-k)— 

e a 


-k - 

q e 


S' 


srartj class die nrspriingliclic Rcibe (p (x) sicli a Is Faktor wied 
idet. 


Diese Gnindbcziehiing bringcn \Yir nnter folgende Form: 


(x 4- b) = (x) e ^ a 

id in Rilcksicht daraiif, class wir sie erlialten haben, obne irgc 
e die willkurlichen Coefficienten am 2 u bestimmen , koimen 
azufiigen ; 

//(x-f-b) = 

craiis zeigt sieh anfs Klarste, wo die doppclte Periodicitat ( 
lOtientcn der beidcn Funktionen 0 (x) und II (x) hcrrubrt. J( 
r bciden bat die Periodc a, und wenn man x + b flir x sol 
anmt mir eine bcideu geineinsamc Exponentialgrbsse als Fak 
izu, welchcr durcli die Division wieder verscliwindct.'^) 

Man wird bald die wichtige Rolle erkennon, wclclie die gai 
dll k spielt. Durch sie werden in den Zahlcr und den Ncin 
willkiirliche Consfanten eingefiihrt, zufolge der Bedingnngen 


'^(mH-k) — 
n . . . K 
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iir miissen jedocli jetzt bemerken, dass es unmoglicb ist, den B 
iignngen : 

(P (x -f- a) == ^ (x) , 

^ (x4- b) = <P (x) 

irch andere eindeutige ganze Funktionen zu geniigen, als dun 
ie vorstehende Keihe. Setzt man namlicb untei* dieser Annabme 

ijrx 

0 (x) = y Am e “ a 

ier vielmebr 

0 (x) = Em q k e a 

n die erste Bedingung zu erfiillen, so wird, wenn man dies in d 
. Gleiebung einsetzt und die Coefficieiiten derselben Exponentis 
rdsse mit einaiider vergleiclit, a(m-hk) = Bevor wir weit 

eben, wollen wir eiue kleine Abscbweifung machen, und darin eini^ 
7orte liber eine eben so merkwiirdige als wichtigo Verallgemeinerur 
er obigen Reibe sagen. 


DL Bemerknng iiber die Funktionen mebrerer Variablen m 
vieKacber Periodicitat. 

Eine Funktion f (x^, . Xn) von n Variablen kann nicht alle 

; Bezug auf jede Variable fiir sicb betracbtet, periodisch sein, so 
ern aiicb in Bezug auf Alle zusammen, wenn sie eine Gleichui 
>n folgender Form erfiillt: 

f rx.-4-a. , . . . Xn -4-an = f ("v. . ^ 


iDgige Grosseii sein koinieii. Bildet man in der That mit ii glei 
itigeu passend gewahlten Perioden: 

^2 * • ♦ 7 

, b^ . . . bn , 


Sij S2 * * • &11 5 
e n linearen Funktionen: 

= a^ Xj^ -h b^ -H . . . -|-g‘ Xn , 

Xj 'd " bj Xj ~f" • . . ~f“ gj Xn j 

Xq 2= an X^ -f- bn Xj -f- . . . gn Xn ) 

id setzt: 

f (X,, X3 . . . Xn) = F (X„ X, . . . Xn), 

hat man eine transformirte Funktion, die in Bezug auf 
iriable periodisch ist, aber ausserdem n andere gloichzeitige Pei 
;n besitzt, und in Bezug auf die letztern, zeigt sich in einfacbs 
eiso die folgende Beziehung, 

Bezeichnen wir sie mit; 

■^17 "^2 • • * ■^II 7 

. . . Bn , 

, G 2 . . . Gn . 

Der Riemanii’sche Satz besteht darin, dass die Glieder die 
asammenstellung, welche symmetrisch in Bezug auf die Diagom 
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Die qiiadrafische Form, von der wir 
sei (Xj, . . . Xii), und scfzen wir 


2i,T(m^x, 

wo das Zeichen 2’ sich auf alle ganzen \ 
der n Indices . . . mu bezieht, um 

dcr Bedingung unterwor 

Werth wieder annimmt, wenn man einei 
gauze Zahl k vermekrt. Diese Funkti 
in Bezug auf jede Variable ftir sich bcti 
die Gnmdeigenschaft, welche sie mit de 
biiidet. — 

Seien n willkiirliche g 




, ££ 

*da ’ 


x,+ 


d^ 


. - . Xn) e 


^ da^ 

kLT[2-/^ Xj- 


Da diese Beziehung die Constiuite a(ni^, 
wird eiiie andcre Keihe 11 (x^ , x.^ . . . Xu), 
bestimmt sind, in gleicher Weise geben: 


/r/x X 


= 77 (x, , X 3 . . . Xu) e 


— k^T[2a|^ x^ 


0 (x, , 

woraus foigt, dass der Quotient jj — — 
mit n Variablen und 2n Perioden darstel 


- j 3 t 
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Sei 

Pi 5 Pa • * • Pn ? 
J ^2 • • * ) 


S|} ♦ « , Sn , 

j System von n? willkiirlichen Constauten, so ist es nothwen 
d ausreichendj dass die Funktionen 

f (Xi -I- Pi, X, -f- p, . . . X„ Pn ), 

i (x, -f- q, , -H . . . Xn -{- q,, ), 


f (Xj H- s, , Xj -1- s.^ . , . x„ + Sa ), 

eich Null oder gleich unendlicli gesetzt, niir eine bestimmte n 
idliche Anzahl von Aufldsungen zulassen, welche man uicht ] 
’icksicht auf die Perioden, die eine auf die andcre reduciren ka: 

Die erste Kenntniss von diesen Keihen verdankt man Goc 
id Rosenhaim, sie haben dieselben fiir den Fall, dass nur 2 Variab 
irhanden sind, angewandt, urn die umgekehrten Funktionen der 
^a'ule von Quadratwurzeln zu finden, welche Polynome fiinften r 
clistcn Grades enthalten. Weierstrass, indem er weit liber die ^ 
idcn ausgezeiclinctcn Mathematikern erreichten Ergebnisse liina 
eg, loste mit Iliilfc derselbeii Reihen das Problem der UmkeliiT 
;r Integrale von Quadratwurzeln aus Polynomen von beliebig 
L’ade in seiner ganzen Allgemeinhcit. Nacb ihm gelangte auf ein 
nz verschiedenen Wege Riemann zu deinselben Resultate , und 
m nocli viel weitern Felde der Trauscendenteu mit belicbigen al. 
aisclien Differenzialeii begegneten sich diese beiden grosseii Mat 
itiker abermals, indem sic gleicbzeitig das so allgemeine Probl 
r Umkehrung von Integralen beliebiger algebraischer Funktioi 
afAn A111A c /yo'J'ati T , A-f nvcTi Of fliA 
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Fall, uiit dom wir iins niui aiisscliliesslicli 
jedoeh der einzige, wo eine Zerleguog in J 
im allgemeinern Falle, wo die Reihen 2 ode 
halten, in keiner Weise geschieht. Die Zm 
Yon Ausdriicken auf einander macht sich gi 
aus deu Beziehungen , die wir oben gegebe 
mals zusammenstellen wollen: 

^ ^^x-h2K) = B (x). ^(x-f-2iK'j = 

ir(x-+-2K) = — J?(x), H(x-+-2iK‘) = 

(xh- 2K) = (x), (x“+-2iK0 

= -B,ix), B,(x-i-2iK') 

hieraus folgt nnmittelbar: 

61(x-f-4K) = 6^(x;, JI(x-i~ 
Die Funktionen B (x) und H (x) erfiilleii be 
^(x+4K) = <^(x), 

0 (x-f-2iK') = — 0 (x) e 

und die Funktionen Bj^ (x) (x) aus ahn 

genden : 

0{x^iK) = 0{x), 

CP(x+2iK0 = ^(x)e 

Dies sind aber dieselben Bedingungen 
Ausdrack genugt : 
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^ am q 2 e 


“•X. 


q e 


■^irwi/ m 


ese Bestimmung folgt librigbns unmittelbar aus den Bedingungi 
0 , (X + 2K) = 6>,(x), 

J?,(x+2K) = 

In der That sieht man, dass die mit a^, imd a^ multiplicir 
iihen, bezuglich die erstere und die zweite Bedingung erfiill 
rart, dass man hat: 


a = y 

f MW ^tU 
00 

/2m-4-l\2 irx 

(x) == V ^ 2K 


) a nnd /3 Constanten sind. Ersetzt man die Exponentialgros! 

2 Kx 

.rch trigonometrische, und die Variable x durch so erL 

71 

m folgende merkwiirdige Entwickelungen: 

/2Kx\ 

: 6^^ f ^ j = l-|-2qcos2xH-2q*cos4x-H2q^cos6x4~ . . . 

= 2^ qcosx + 2 V^q^cos3x-f-2 V^q2^cos5x-f- , . . 

71 

Indem man hier x durch xH--^- ersetzt, erhalt man noch: 


m 


g-leicli siiid. — Dies sind die Identitatsbeziehu 
eDtllicheii Reihen und Produkten, sie sind i 
mid kdniien auch aiif verschiedenen andoren 
den. Jakobi, ihr erster Entdccker, and Caucb 
gaiiz elemeniare angegeben, am ineisteri ist di^ 
der von Cauchy hcrriibrt. 

\¥ir betrachteii mil diesem beriilimteii M 
unendliche Polynom: 

^( 2 ) = (1+z) (l-l-qz) (l-+-q2 2 ) . , 
= l-f* A, z -f- A^,z ’ 4- . . . -f- A 

Die ideutische Bezieliung: 

(H-z) (p (qz) = (l + q”z) 
ergiebt folgende Reibe von Gleicbungen: 

A. (1 - q) = 1 - q», 
^2(1 — q') = A^(q — q 
( 1 — q’) = K (q’— q 


woraus sich uumittelbar ergicbt: 

A _ ..Hi-l) (l-q")(l-q°-’)...( 
- (1 q)(l-q»)..., 

Verstehen wir jetzt fiir einen Augenblick unte 

aus (f (z) wird, wenn man q- fiir q setzt, 2n fUi 

Setzt man nun; 

(P(z) = l+a,zH-ajZ 2 H-,..-|- 


A, 


0 (z) = a., z" i 1 + (z + 2 -l) + (22 . 


)mmen wir jedoch auf den Wertli von 0 (z) tinter der Produktfo 
dick, ’und bemcrkeu wir zunilchst, class wenn man q durcb q-, n 
durcli 2n in ^ (z) ersetzt, sicli ergiebt: 


(l~hz) (1-hq-z) (1-l-q‘z) . _ (l-+-q4n-2 2 ) 

= [(1 + 2) (H-q^2) ... (l+q2..-2f)] 

[(l + q2«z) (l^-q2a+2s;) (l+q2u+4 2)...(l.q.q4n-2j 


dass, weiiii man sclilinsslioh fiir z .aetzt, erhalten wird : 


0 (z) _ [(l + (l + .(l + 0] 

X [(l-f-qz) (1 -t-q'^z) . . . (l-hq2Q-iz)]. 


e Faktoren des ersten Produkts kann man noch anders schreib 
ist naralich: 


1 -h 


z 

q 


1 


q-^ 


1 + 


z 



q 

z 



q!A 
z J 



ies giobt fiir 0{z) den neuen Werth: 


< 25 ( 2 ) 


2 ' 

q" 


1 + 
(1 + 


qz) (1 


1 Hh 


r.2ti— 1 


q-'z) ... (1 


r,2n-l 


z). 


ies ist die scldiessliclie Form des Prodnktes von Faktoren, wo 
ir die Entwickelung nach Potenzcn von z bereits liaben. Sci, 
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_ ( (i_- • • • (1 

" (i-qO (i-q‘) • • • (1- 

_ (l-q2n) (l-q2— 2) . . . (1- 
(1— q2n-l-2) (1_ q2ii+4) ... I 

Die algebraische .Identitat, die wir ei 
dann die Form an: 


1 -h - 


1 -+- 


r|2a— 1' 


(1 -h qz) (1 + q^z) ... (1 -4 
■ 5ln[l+-atq(z#-z~i)H-a2q^ (z- 


2u — 12 


-2)h 


und, wenn man z = setzt: 
(l-f“2qcos2x-hq^)(l~f-2q^cos2x“Hq®) ... (1 
= (l-f- 2 aj_qcos 2 x-f- 2 a 2 q'‘ cos4x-+-. 


fiir imendliches n aber hat man: 


" (l-q-^)(l-q‘)(l-q^)< 

Cli = 1, 

und die algebraische Identitat giebt uns di 
der Transcendente 9^ (x), welehe in der Kel 

(l-+-2qcos2x-i-q2) (l-h2q3eos2x-f-q*^) (1- 

l+2qcosx-f-2q^cos4x+2q® 

~ a~q^) (l-q^) (1-q^ 

Dies Resultat setzt uns in den Stand, die ( 
wir von den 4‘ Funktionen 9 (x), H (x), 9^ (x) 
indem wir sie durch ein Produkt von Fakto] 
mit einem bis jetzt willkiirlichen Coefficients 
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;iebt sich: 

~ 2 V"qcosxH-2\^ q®cos3x+2^^~cos5x+.... 

TT 

Und diese beiden Formelu geben, wenn man x 4 --^ fiir x set: 

Z 

/2Kx\ 

9 == 1 — 2qcos2x-f-2q*cos4x — 2q'’ cos6x-f- 

H qsinx — 2^ q®sm3x4-2V' q-^sin5x— . ... 

Dies sind die Transcendenten, deren Eigenscbaften wir ei 
?.kelii wollen in der Form v-ou unendlichen Produkten und Eeiht 


Ucber die beiden Hauptformen, welche unter nnendli 
el andern die Functionen 0, H u. s. w. annehmen kdnne 

Dieser Punkt beriihrt den scbdnsten Tbeil ' der Theorie c 
iptischen Funktionen, die Theorie der Transformation, welchen 
ben, uns die Grenzen dieses Abrisses nicbt erlauben. Aber i 
hangig von ihrem eigentlichen Interesse werden uns die Forme 
ilche wir sogleich entwickeln wollen, und welche denjenigen s] 
Hen Fall der Transformation der Funktionen & Hu. s, w. geben, 
in die Grdssen K und iK^ mit einander vertauscht, spater une 
hrlicb scin, und wir diirfen sie um so weniger iibergehen, als, 1 
in seben wird, sie auf die leichteste Art entwickelt werden kdnn 
ibrigens ist dies der Weg, der zu der analogen und allgemeir 
itersucbung fiihrt, wo man K und iK' dureb mK + mlK', nK+n' 
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jr (x) = e-iKK^ J 

TTX" 

7^^ (x) = e4KK^ j 

Man sieht unmiltelbar, dass den Grand 
B H 6^^ iiiimlieli : 

a) 0 (x -H K) = 0^ 
H(x-hK) = IT, 
0, (x-f-K) = 0 ( 
^,(x+K) = - 

b) 0 (x -i- iK') = iH (x 
H{x iKO = i 6^ (X 
0^ (x iK') = (x 

H, (x-FiKO = 0, (x] 
Die folgciiden entsprechen: 

c) (x 4- i K') = i 3 
^5? (x4- iK') = i ^ 
'^1 (x+iK') = J?i 

d) 5 (x + K) = (x) e 

=5 (x + K) = (x) e 

(X + K) = » (x) e 


I Ir^ 
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ziehungen mit dem ersten vollig ubereinstimmt , wenn man dar 
etzt einerseits: 

K und iK' 

suglich durcli: 

iK' und — 

i andererseits 

)'),(x), rj(x), &,(x), 57, (x) 

:cL: 

-Siw. 7 -H(x), (x), 6» (x). 

Die neuen Fuuktionen, die wir eingefulirt haben, sind also £ 
5 alten zuriickgefiibrt; bemerkt man noch, dass durch die Aenderu 

n K in iK' und von iK^ in — K , die Grosse q = e 
__^K 

= e libergeht, so erbalt man die folgenden Aiisdriicke, t 
M und N zwei constaiite Factoren bezeichnen: 

) B = M2V q„cosx(l-(-2qJcos2x + qJ) 

(l+2q5cos2x-|-q«) (l+2q«cos2x+q>-") . . . 

}T] = M2V^ q„sinx (1 — 2qJcos2x+q’) 

(1— 2q; cos2x-l-q;) (1— 2q“ cos 2xH-qJ^) . . . 

^‘( 2 '^) = M(H- 2 q„cos 2 xH-qJ) (H- 2 qJ eos2x-4-qS) 
(l-h2qJcos2x-f-qJ®) . . . 

= M(l — 2 q„cos 2 x-Hq '0 (1— 2 q;cos 2 x-|-q 5 ) 
(1— 2q;cos2x-f-qJ") . . • 
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2Kx ^ ^ 

dass man statt das imagmare Arg 

man K und K' reell, so liat man den < 

recller Form, iind kann ihm immer folge 

Oder mit ) — 1 mnltiplicirt sein. Wir ] 

wendung. 


E. Grundeigenschaften der Funl 
finition vou sin am (x), cos 


Im Vorhcrgelienden haben wir die 

^ (x) = am c 
fiir den Pall, wo k = 2 war, an ge wand 
a = 4 K, 
b = 2 i K'. 

Jeizt belialten wir diese beiden Wertlie 
mithin: 


(X) = y 

— oo 

unter der Bedingung, dass 


am f 


a(m-i-k) — ^1 


37 


_ , 2 n* 

^ (^) = ^ q e 


‘.X 

>.X 


(4a+l) 2 

ry 8 


(2n+l)2 


(4a+l)-^ 


2 K 


(2rn-l)^ 


a. ^ q 2 e' ^ K 
— * C^n+3‘;2 , irx 


der der Abkiirzimg wegen: 

^ (x) = a„ (?„ (x) -h a, (D, (x) + a, 0^ (x) + a, 0, (x). 
[icraus ergiebt sich, dass, wenn 

{p (x -h 2 K) = 0 (x) 

;t, die AuflosuDg sich darstellt durch 

^ W = a„ (x) + a^ 0^ (x) 

nd nur zwei willkiirliche Constanten enthalt. Setzt man eber 
#(x-f-2K) = --i^(x), 

3 hat man mit ebenfalls zwei willkiirlichen Constanten: 

0 (x) = a. <P. (x) H- aj 0^ (x). 

omit baben wir die allgemeinste Art, den zwei Systemen von 
ingungen zu geniigen: 

L 0(xH-2K) == <P(xX 

_ 2 i£ 

(Z>(x + 2iK') = 0(x)e K ; 

'll. (?>(x-h-2K) = —0{x), 

2 \k . . 

«P('x-l-2iK''l = (2) rx1 e“ K V 
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(x) = a(?,(x)- 
H’(x) = c<P^(x)- 

Wenn man zweitens Glied fiir Glied, < 
die zwei Letzten derselben Gleichung 
auf die Form des zweiten Systems, m; 

^(x) JI(x) = A0,(: 

wo A und B neue Constanten bczeichi 
noch, wenn man x-f-K fiir x setzt: 

0, (x) B, (x) = iA (Pj 

Ausser verschiedenen anderen Folgeri 
die algebraischen und differcnziellen . 
Funktionen. 


I Algebraische Beziebungen. 

Compleme: 


Aus den Ausdrlicken fiir II- & 
erhalt man offenbar zwei lineare Glei( 
draten. 

Die eine nimmt die Form an: 

0'^ (x) = a (x) - 

a und a‘ sind zii bestimmende Const 
wir X = 0 und x = K, nach den Formi 
(K) = 0, also: 

_ 6 > (E 
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id da zufolge der Bezieh.uijg 


H (x -f- K) = (x) 

ih ergiebt: 

H (K) = H, (0), 

' hat man 



id also: 

k (9" (x) = (x) •+- k' (x). 

IS dieser crsteii Relation ergiebt sich die zweitcj wenn man 
setzt x-f-iK'. Wendet man zu dem Eiicle die Formeln ; 
lite 19 an, so erhalt man, indena man den Exponentialfaktor w 
5st: 

• k /i 2 (x) = - 9'^ (x) 4- k' 9l (x) 
er: 

(x) = k (x) -l- k' 9] (x). 

ese beiden Gleichungen stelleii iibrigens alle mdglichen aL 
aischcn Beziebungen zwischen, unsern vier Funktionen dar, 
bren zur Kenutniss der Grossen, welche wir mit k und k' 1 
ichnet haben, und deren Quadratwurzeln sich auf folgende We 
Tch Reihen ausdriicken lasscn: 

/- J?(K) 2V'q-+-2V?-J-2‘/^»+2^i^-+-... 

l + 2q-|-2q>-f-2q3 + 2q>-8"'-J-... 

^ (0) 1 — 2q 2q* — 2q9 -f- 2q'« — ... 

= 9{K) 1 -f, 2q 4- 2q4 -+- 2q9 + 2q» ^ . 

e erste k wird der Modal von 9 (x), H(x)^ 9^ (x), (x) genan 

3 zweite k' das Complement des Modal. Wenn man sie als \ 


den sind, geoffnet. Die Grenzen diesi 
ein Feld, welches schon mit so schonc 
zu treten, aber was wir hier in Bes 
u, s. w, sagen werden, wird hinreicbend 
die besonderen Abhandlungen zu leser 
gewidmet sind. In der That muss mai 
Bezug auf x und w imtersuchen, um 
Grossen, die allein von co abhangig sind 
Standpunkte der analjtischen Kenntni 
moglich zu sein, zu alien ihren Eigen 
man nur von ihrer Definition als Qui 
Eeihen ausgeht.*) — Bis zu einem ge 
Sc^wierigkeit begreifen, wenn man b( 
so weit Funktionen von a> sind, als ma 
und von der Form 

a; = a Hh 

annimmt. wo jS wesentlich versch 
sitiv ist. Es sind dies in Wahrheit 'J 
sich vielen und grade den am haufi 
entziehen. So giebt es fiir k und k' 
tenzen von w, und setzt man - 

anwenden zu konnen, so bieten sich ^ 
— die Grossen k und k' konnen diircl 
Gleichung fiir unendlich viel Werthe i 
man hat: 

wo A B G ganze Zahlen sind, und B w 
die Anwendung der Anfangswerthe, fui 


*_ A+y 
“ c 


*) Poisson und Cauchy sind auf zw 

folo'endfirj frlpifilinnor crpTrr>mmpr> • 
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r Keihen eine gewohnliclie Irrationalzahl giebt, so sind die folg( 
n Glieder nothwendig Transeendenten. So bat man z. B. i 
1 1 

== i, k = TTF. k' == 77F, und setzt man o) = i -f- b, so kommt 


]/2’" ~K2’ 

n Coefficienten der Entwickelung von k mid k' nach wacbsend 

dx 

)tenzen von b das Integral bieraus, \ 

br sicb diese Reiben von denjenigen unterscbeiden, welcbe die ^ 
ihnlicben Transcendenten definiren, und wo die Coefficienten imn 
mmensurabel sind. Aber da wir diesen Gegenstand nicbt wei 
rfolgen kdnnen, kommen' wir auf iinser Tbe^a zuriick, imd woll 
e Benennungen: Modul und sein Complement, welcbe wir k r 
gegeben baben, recbtfertigen, indem wir die Gleicbung 


jweisen. 


k^ -h k'^ = 1 

Wir baben folgcnde Beziebungen gefunden: 


k (x) = (x) -f- k' (x), 

0^ (x) = k (x) -f. k' 01 (x). 


Setzen wir in der zweiten x = K, nacbdem beide Glieder dm 
' (x) dividirt sind, und bemerken, dass wegen 


zh ergiebt: 


0, (x-f-K) — 0ix) 

0 , iK )^-^0 ( 0 ), 


I bat man grade die Gleicbung, welcbe zu beweisen war* — Hier 
Igt eine Beziebung zwiscben den unendlicben Reiben: 

( 2 /q -+-2 2 2 + . . .)* 

-I- (1 — 2q + 2q‘ — 2q» + 2q‘' — . ..)* 
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= /2 y q 
= /i 


1 — — q*’ + < 

1 -j- q _ q’ - , 

1 + q- -f- q® + < 
1 Hh q ~f- q* “f“ < 


= V^2 

= /2 7^ 


1 — ' q — qM 

l__2q^+2q‘^- 

l-f-q+qM 

1 -H 2 q -i- 2 q* - 


Die Gesetze dieser Reihen sind durcli 
ben, wo das Zeichen sicli auf alle V 


GO bis -+- 00 ausdebnt: 


^k = /2 r? 
= /2 

= /2 ^q 


i: (-1)“ 


X 

n»- 

(-1)1 

X 

q'4Q^ + 2 d. 

X 

q2 n^+ii 

X 

(-1)“ <] 

X 

(-l)n C 

X 

^^2n^-4-n 




riir das Complement des Moduls abei 
icr, _ 1 — q — q’-k-q’-t-q 
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_ X (-»■ 


3n». 


n + n 3n + r 
■q “ 2 - 


X >'-v 

^ (_l)nq2n>4- 
q2n*-*-n 

(_l)n qn* 

Xq^’ 


1 ) 


2 ) 


3 ) 


4 ) 


Die Grosse k k', welche ebenfulls eine wichtige Rolle spu 
rd durch folgende Entwickelung, die den Vorigen ahnlich ist, { 
ben: 


^kk' = */ 2 


rXiz2L 

X,- 


q2n^H-n 

2 


n. Definition von sin am (x), cos am (x), J am (x) . . . 
Diflferenzialgleicimngen. 


u 


Jl 

]/k ^ (^) 


Wir setzen: 



Die erste fiihrt darauf, ii durch einen Sin 
aoszudriicken. So hat es Jakobi gethan 
zeicbnungen dieses beriihmteu Mathematik 

u = sin am (x) , 

V = cos am (x) , 
w = J am (x) . 

Der Sinus, der Cosinus imd die Funktion 
Variable x sind also die drei doppelt peri 
Dies fiihrt tins auf den in gewisser Bezie! 
der Theorie, dessen Zweek es ist, sie dure 
gen auszudriicken. — Zu dem Ende beti 
von Uj namlich: 

du 1_ (x) 9 jx)^ H (x) 

dx ~ |/f (9= (x) 

Diese Ableitung hat wie die Funktion se 
andert nur das Zeichen, wenn man x in 
der Zahler den Werth hat: 

^ (x) = 6^ (x) ^ 

SO erhalt man unmittelbar aus den Beziel 
(x -f. 2 K) = 0^ (x) 


<92(xH.2iK0 = 0^ (x) 
welche der Nenner erfiillt, die folgende: 

(?) (x + 2 K) = ~ (x 


(x -f- 2 iK') = 0 (j) % 
Aber nach dem oben Gesagten (Seite 37 
(x) = a, (x) + Ej (p, (x) = m 0 (x) 
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k' 




kommt; 

du , / 

— = ;ivw = (l_ui) (l_k-U^). 


a, Fmiktion u mit x vcrscliwindet, so stollt die Constante fi i 

TT -I 1 • W ^ 

reuze des Vernaltnisses fiir x = 0 dar, eine Gren 

e im Allgemeinen von den Grossen K iind K' abhiiugt. Wir bal 
dessen schon frliher bemerkt, dass der Ausdmck fiir die Funktior 

X K 

(x), ir(x) sicb nicbt ilndert, wenn noan x, K, K' durcb , 

p. p 

setzt, und dass man diesen Umstand benutzen kann, nm auf e 
istimmte Art die Perioden zu spezialisiren. Wir werden sons 

neBeziebung einfuhren, deren Zweck es ist, die 

eicb Eins zii macben, urn in dieseni wesentlicben Punkt den Si] 
ir Amplitude init dem trigonometrisclien Sinus in Uebereinstimmi 
i bringen. Man hat: 

sin am (x) 

X 

4 ~ 1 ?TX / ^ -TTX \ / „ TTX \ 

1 2V q-sin2j^(^l— 2q’cos^-J-q'j^l-2q^cosg,-hq’J ... 

1^1 — 2qi20s^-f-q’^ ^1 — 2q®cosg + q'‘^ ... 
itzen wir fiir x = 0 

1 1- TT ^q(l-q»)^(l-q^)^(I-qy... 

^ - j/t K (l_q)Ml-q? (1 q‘)^.. 
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stellen wolleii. Die aiideni ergebeu sich d 
Gleichimgeii: 

= 1 , 

u- + w- = 1 , ^ 


uod shid 


dr 

dJ 


— uw, 


dvr 

dx 


— k' uv. 


All^^emeiner hat man: 


( 32 n+l u 

= (a„ + a,u’-f-a,u*Hh...-t-! 

d^“u 

. .-f 

Die Coefficienten sind gauze Fuuktiouen von k^ 
eine Entwickelung ab, welehe zwischen den Gr 
der Variablen stattfindet, nnd wo zu setzen ist: 



u — X 2ka J 2 g-h4k2(a=+3)j^ 2 ^ g 

— 8k® (a^-h83a) j— ^ 4-16 k^(a^-h 806 x- 

— 32k’(a*+2746a’-(-8289a)j-^^^+.. 


Ebenso ergiebt sich: 
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Gudermann hat die Bemerkung gemaeht, dass man bis 
rdsseii fiinfter Ordnung setzen kaini: 

u = 

Vr+ki 

id 


V = cosx, w = cos kx, 

iem man niir vernachlassigt, was man leieht durch Entwickek 
iseheu kanu. — Man hat nim eiiie ueae und vollstaudige Definit 
r drei doppelt periodiscben Funktionen, indem man mit deii Di: 
Lizialgleichnugen die Anfangswerthc n = 0, v = 1, w = 1 fur x = 
rbindet. Im Besondern ist die Funktion sin am (x) bestin 
irch die Gleichung: 

__ du 

dob(l-u=) (1 — k-^u^) 

id dies Integral Oder vielmehr das allgemeioere 

F (u) du 

j K(l_ui) (1 -k-u’)’ 

D F (u) eine rationale Funktion ist, hat durch seine Untersuchi 
in Weg gedffnet, auf dem man zu den elliptiscben Funktionen 
ugt ist. Hieraus ersieht man den Ursprung des Ausdrucks: „i 
ikehrte Funktionen'^ dessen wir ims ofters bedient haben, da u 
ogekehrte Funktion des Integrals ist, welches zum Werth x 1 
id man kann sich denkcn, wclclie lange Kette von Gedanken i 
ilche Anstrengungen dazu gehorten, urn von hier aus zur Kennti 
;r doppelt periodisclieii Funktionen und zu den Eeilien, von dei 
r ausgegangen sind, zu gelangen. Aber diese lange Arbeit ist 
e Wissensehaft fruchtbar gewet^en. Denn in Folge dieser Unl 
cbungcn baben wir erst mehrere durcbaus fundamentalc analytis* 
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nmgekehrten Punkiion die Periodicitiit verleiht. 
Abbiiiidlimg iiber die zwisehen imaginaren 
Integrale, die wesentlicben Grundziige diese 
suchung gegeben. Sie ist vollstandig durch 
lichen Arbeit, betitelt: Untersuchungen iiber di 
tionen, (Liouville'sches Journal, Jahrgang 18^ 
auf welche wir den Leser verweisen. Noch ( 
steht in dem vollstiindigen nnd tieferen Sinne, 
der Analysis mit dem Ausdrucke: Funktion 
unter den verscliiedenen Arten der Abhiing 
wesentliche Unterschiede erkennt und chan 
Wichtigkeit dieser Unterscheidungen haben e 
suchungen gezeigt, zu denen die Theorie der ( 
Arilass ‘gegeben hat. So sind die Untersuchut 
Zweek es ist, bloss aus der Definition einer Fu 
eine Differenzialgleichung gegeben ist, zu erke 
Oder nieht ist, und im ersteren Palle, ob sie 
ist. Die dnrch ihre grosse Allgemeinheit scl 
auf dicsem Wege gefunden sind, verdanken \ 
Riemann**). 


ni. Von den Grossen K ni 


Indem wir die Perioden derart spezialisirtt 

SlU d,£Q 

kleines x die Grenze des Verhaltnisses 

X 

wurde, gelangten wir zu dem Ausdruck: 


ykK 


V q 


- (l-q^) (1- q») (1- 

.(1-q) (i-q’) (i7 


ss, wenu man x = K, und mithin sin am (K) =1=5=) in den Ai 
ick von sin am (x) durcli ein unendliches Produkt setzt, m 
lalt : 


14 = 2^’ q 


(l-f-q^) (1+q^) (l+q°) . 

.(1+q) (i+q*) (1+qO ■ 


vidirt man beide Gleiehungen Glied fur Glied, und zieht 
ladratwurzel aus, so kommt: 


^ r (l-q^) (l-qO(l-q^) 

« L(i— q) (1— q^) (1— q’) 


~ (l+q) (lH-q3)(l.j-q.).. 
_(!-+- q^ j (l + q‘) (l+q«).. 


1 Ausdruek, der auf bemerkenswerthe Art vereinfaebt werden kai 
enden wir zu dem Ende die Euler’sche Gleichung an: 


(l + q) (H-q*) (1 + q’)... 


hat man: 

(l-q.) (l-q4)(l_q0... 

(l--q) (1 — q’) (l-q>)... 
id da man hat: 


= (l-q^)(l-qO 

(l_q)(l_ci.) ( 1 -q^)..- 
_ 1 

(1-q) (1-qO (1-q’)-’ 

= (l-q^)(l_q*)(l_q«)... 

X (i+q)(i+q")(i->-q’)---, 


(l+q) (l+q=) (1 + q*) . . . = (1+q) (1 + qO (1-f-qO . . . 

X (H-q»)(l + q4)(l+qe)..., 

I sieht man, dass in dem Werthe vonl/?5 alle Nenner verseh^y 

' jr 


m, er nimmt die Form an: 
/2K 


= [(l-q») (l-q‘) (l-q»)...] [(1 + q) (l + q») (l+q*).. 


3 tzt man also in der oben bewiesenen Formel: 
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X = 0. BO ergiebt sicb : 

(0, = l+2q-f-*2q^-4-2q®-f-... = (1— -c 

[(1+q 

iiiid liicraus folgt eiii Resultatj das in dor 
Fiiiiktioiien von holier Wichtigkeit ist: 

] '^ = 6^, (0) == l+2q + 2q' 

Mil RiieksieLt auf die Gleiehungen 

I r _ 

> - 0 (K) “ (9, (0) 

Tk'-^ 

t - 6»,(0) 

leitei man bicrans die beiden andern ab : 

I =, 7/^(0) = 2Vq-f-2y'q*'H-2N 

== y (0) = 1 — 2q+2q> — 2q' 

Nnr die Grdsse K giebt Beziehiingen von c 

K', die in aiulrer Weise in dem Ausdruck j 
sclieiiit Ubnlicher Reihencntwickeliiiig nielit fi 
driickt man in iihiilicher Wcise mit Hiilfe d( 
b^stimmt^ Integrale aus: 

J 0 V (1— «■■“) (1— k- u'") 0 

wie wir beweiseu werden. 

Schon oben zeigten wir, dass sin an 
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1 HM 

^Iglich bat sin am (x) = p- fUr x = K + iK' zum Wertbe 


-X 


du 


o] '(l_ui) (1 - k-‘uO’ 


scbliesst man, dass: 


K == 


= Xv 


du 


o]''(l— u^)(l k'-u->)’ 

1 


K+iK 


iK' = f*'— 

V7 


du 


0 »-) (1— k^u")’ 

id folglicli, indem mau Glied fiir Glicd subtrahirt: 
1 


J. l/Vl — n2 


du 


1 V(1 — U“) (1 — k-u-) 


itzt mau aber 


1 

tv = 

]/l-k'-^v^’ 

verwandelt sicb das letzte Integral in: 

. du 

Jq 1/(1— v^j (1 — Vv-) ’ 

IS das angezeigte Resultat giebt. 

Aber was wir eben gesagt baben, lasst dock eiue empfindlb 
icke. In "Wabrbeit sind wir auf einen der Pimkte in der Tbec 
r elliptiscben Punktionen geratbeu, welcbe neue Untersiichun^ 
fordern, um in wiinschenswerth erscbopfender Weise behandelt 
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u im Integrale auf einander folgen , dnrch 
so dass die vorstelienden Beziehungen 


K 


in 


du 


( 1 - 

1 


iK' = f\-7= 
|/(i— 


du 


( 1 - 


nur dann eiiien vollstandig bestimmten Sinr 
Weg zeigt*), welchen die Grosse u = sin am 
X von 0 bis K iind dann von K bis K -f- i K 
das Argument x zwischen diesen Grenzen ns 
setzen sich andern kann, muss man feme] 
sprechenden Wege, die sich daraus ergebe 
Integration in Bezug auf u zu demselben B 
dem Palle, wo man K und K', also auch x 
die besouderen Gesetze stellt: 


X 


K 


71 


t, 


X 


K- 


2iK' 


wo t und T von 0 bis -g in continuirlicher 


wir die hier gestellte Frage beantworten. 

(^) 


Dass zunachst sin am 
Entwickelung; 


reell ist 


/2Kt\ 2 q sin t — 2 ^ q® sin 3 t - 

smam 1 = — - — = — -= 

1 — 2 q cos 2 1 ■+• 2 q^ cos 4 
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deren Anfangswerth die Einheit ist, iii den Grenzen 0 uud K 
positiv. In der That kanu sie nur Null werden, wenn 

H, (x) = 0, 

(x) = 0, 

d. h. (siehe Seite 19) 

X = (2 m -i- 1) K -h 2 m' i K', 

X = (2 m -f- 1) K Hh (2 m' -f- 1) i K', 


und keine dieser Wurzeln ist in dem betrachteten Raume vorh 
da der Werth x = K grade die obere Grenze dieses Raum 

Hieraus schliessen wir, dass wenn t von 0 bis -g wachst, u 

bis 1 zunimmt, und dass in dem Ausdrucke 


K = 


I 


dn 

■0^(1— u*) (1— k^u’) 
das Integral im gewohnlichen Sinne genommen ist. 
Sei zweitens 


X ^ K -f“ 


2iK'r 


Da man hat: 




kann man setzeu: 


/2iK'T'\ 



^K- 


2iK' 


n 


1 1 — 2 q., cos 2 7 + 2 qj cos 4 t 
~ ^ l-f- 2 q, cos 2 7 -h 2 qj cos 4 r 

was ebeiifalls cine reelle Grosse ist^). 
dass die Ableitimg in Beziig auf 7, die 

r = 0, 7= ^ verscliwindet, in dem gar 

Null wird, so dass ebenfalls in dem gewo] 
linigen Integration die Gleichnng 

iK' = f i - 

Ji K(i-u^o (1 

2 u verstelien ist, aus der wir gefunden ha 


Jo J/(l-iv^) (1-] 

Bevor wir diesen Gegenstand verlassen, b^ 
Schwierigkeit zu zeigen, die, iin Falle I 
stattfindet, dass die Annahme, auf die m 
dass man x z. B. von 0 bis K nacli ei; 
variiren lassen, dass u bestiindig reell se 
andern Worten, es ist im Allgemeinen imi 
drucke 


K 



du 

( 1 - 


das Integral immer gradlinig sei, wie wir ei 
Sei in der That 
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tzt man; 


ergiebt sich 


ad — be = 1, 
a = 1 
b — 0 
c — 0 
d 




mod. 


2^x \ _ (- 1)^ 


|k 


2 sin X — 2 ^ Q® sin 3 x -f- 2 sin 5-x — . 

1 — 2 £i cos 2 X -h 2 cos 4 x — 2 T.® cos 6 x ^ , 


IS bis auf das Zeichen*) derselbe Ausdruck in Bezug auf St n 
ist, als 

/2Kx\ 1 2 Y q sinx — 2 q^sinSx-h 2 q'® sin5x — , 

i am ^ 71 J 1 — 2q cos 2x -h 2q^ cos 4x — 2q^cos6x-f- 

Bezug auf K und K', Man sebliesst damns, dass ^ wie K clui 
s Integral gegebeu ist: 

1 du 

Jq y{i— ^“) (1 — k^u-) 

ber wenn b nicht gleicb 0 ist, kann der imaginare Wertb 
^ = a K -+■ b i K' 

T aus einem krummlinigen Integral entspringen. — Aber folgen< 
chtige Eesultat bleibt bestelien, wie aucb der Weg der Integral 

i. Die Grossen K und K' namlicli erfiillen beide immer die line 



Das Integral davon mit zwei willkiiidiclien Constan 
mithin : 

z = CK -f- C'K'. 


Diese Gleicimng fiilirt zur Entwickelung von K und 
der Form; Es sei 



1.3... 2n 
2.4. ..5 


und fn die Summe der n ersten Glieder dieser Reil 


Auch ergiebt sich daraus folgeude merkwiirdige Eig 
wir nacbher auf eiiiem andern Wege kommen wer( 

KJ' — JK' = 

WO 


J 



k^u^du 

K(l— n») (1— k" 


u^) 


J' 


Jj J/(u^ — r 


F. Addition der Argumente, AbePsi 


FlnlAr vnovisf 
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3sinus dieser Bogen selbst geben, Dieser ausgezeiehnete Analytil 
X in der Geschicbte der Wissenschaft , so zu sagen, durch S6 
vinatioii beriibmt geworden ist, fand unter algebraischer F( 
,s Integral der Gleicbung: 

du ^ du' ^ 

. |/(i— u») (1— k’u^) (i_k^u'=) 

es Ergebniss aber giebt eben den Sinus der Amplitude von 
mme zweier Argumente, wie wir es eben ausgesprocben hal 
f.zeicbnet man namlich die willkiirliche Constante mit C, so 
s Integral: 

u V(l— U'=) (l-k=u'») + u' V(l-u’)(l-k-:‘u>) _ 

^ 1— k»u»n'» ~ ■ 

Setzt man nun: 

n = sin am a , 
u' = sin am a', 

nimmt Gleicbung 1) die Form an: 

da -f- da' = 0, 

3bt also unmittelbar . 

a Hh a' = c. 

in bat also das Integral derselben Differenzial- Gleicbung un 
ei verscbiedenen Formen, und um die Beziebung, welcbe zwiscl 
iden Constanten stattfindet, aufzustellen, muss man von einem ; 
s andere ubergeben. Zu dem Ende bemerken wir, dass c offenl 
r Wertb von a, fiir a' = 0 ist. Macbt man also auch in Gleicbr 
a' = 0 und folglicb u' = 0, so giebt dieselbe c = u = sin an 
'e Beziebung zwiscben den Constanten ist also 

C = sin am c. 
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I. Aberscher Satz. 


Die Ausdriicke fiir sin am x, cos am x, L 
n. s. w. erfiillen tblgende Bezieliiingen , welc 
dicitiit dieser Fiinktionen geben: 

I. sin am (x -f- 2K) = — sin 

sin am (x -f- 2iK^) = Hh sin j 

II. cos am (x -h 2K) = — cos 

cos am (x -f- 2iK') = — cos 

III. J am (x -f- 2 K) = + -ii ai 

J am (x -I- 2iK') = — J ai 


Man bemerktj dass die drei Funktionen i 
bis auf das Vorzeichen wieder einstellen, so 
Combiiiationen zu zweien unter diesen Vorzeic 
jeder der Funktionen ein specielles Kennzeic 
gewisser Weisc alle allgemeinereii Funktionen 
welche uus sin am x, cos am x, J am x zusan 
Beziig auf die Perioden dieselben Beziehunge: 
namlich unter F (x) und ^ (x) zwei ganze 
ziiglicb vom Grade n und n — 1 versfebt, unc 


(x) = sin am X F (sin‘^ am x) + 
^2 W ~ am X F (cos^ am x) + 
(x) = J am X F ( J ‘ am x) -f- 


d sin 2 
dx 

d COS£ 

dx 
d J a 
dx 


SO bat man wie oben: 
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Diese verscMedeuen Ausdriicke sind zu dem Theorem, welc] 
r gebeii wolleu, nbthig. Mit ihnen ist jedoch iioch der folgei 
verbinden, dessen Keiinzeichen in der vierten Combination 
tht, welche noch imter den Vorzeichen im zweiten Gliede m 
h ist. 

5^? (X 4- 2 K) == 4- ^ (s) , 

(x 4“ 2 iK') = 4 - ^ (x). 

Seien F (x) und F^ (x) Polyuome bezliglich vom n ten und n — 2 
i*ade, dann ist ^ (x) von der Form; 

dz 

5£>(s) = F(z'^)+ (z=), 

) z sowolil sin am x, als cos am x oder J am x bedeiiten ka 
i aber, um eiiien bestimmten Fall vor Augen zu haben, z=sin an 
1 dann den Zaliler und Nemier von (p (x) hinstellen zu konn 
mden wir den Ausdruck: 

, _ A 

, dieser giebt offenbar als Nenner 6^2n derart dass man set; 
nn ; 

, , ^ (x) 

f W = 

I man nun hat: 

6^2n(x + 2K) =:02u(x), 

^ -2nlJ(x+iK0 
(92n (x4-2 iK0 = /92n(x)e ^ 

giebt die Bcziehung: 

0 X = p X (x) 
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# (x) = A ir (x — a,) J? (x - aj) . . 
WO A ein coustanter Faktor ist. 

In der That sieht man mit Hiilfe der G1 

(x — d Hh 2 K) = — ^ (x o, 

JT (x — a + 2 i K') = — J? (x — o. 

dass man nur die Bedingung anzunehmen hri 


-f- -f- • • • + <X2n — 


so dass die Grossen a.^ ... willk 

wie der constante Faktor A. Es ist aber auc 
die allgemeinste gauze Fuuktion , welche den < 
auch nur 2n willkiirliche Constanten erhalt. - 


■ w = 


m 

am e 


iTTX 

IT 


Oder was dasselbe ist: 




\m 

am ^ ^ 


SO giebt die zweite der Beziehungen 1): 

am -+. 2a = ^m j 

€s bleiben also in dem Ausdrucke fiir ^ (x) 
a^j, a^. . . a 2 n— 1 . Somit kann man setzen; 

I a, M ^ — «i) -g — «i) 

^ ^ (x) 
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9 i (^) 


Aj I? fx — ct,) B(x — a^) . . . H (x — a- 2 n+i) 
6»2o+i (x) 

J?, (x— a^)H^(x - a.,) ... (x— aon+i) 

6*i“+i (x) 

■^3 (^- «i) (X— gj) ■ . . ^, (X— «2n+l) 

6»2“+i (x) 


ter den Grossen a findet die Beziehung statt: 

-f- -f- a2n+i = 0. 

der Folgerung, welche wir hieraus ziehen werden, besteht c 
^el’sche Satz im eigentlicben Sinne. 

Zu dem Ende gehen wir von den auf ^ (x) und 52?^ (x) bezi 
ben Gleicbungen aus, wo die Fnnktion H (x) vorkommt, wek 
iicbzeitig mit x verschwindet, und so die Wurzeln der Gleichung 
[x) = 0, (x) = 0 giebt. 

Betracbten wir im Besondern die Funktion (p (x) , bei weld 
b drei verscbiedene Falle darbieten, die den Bedingungen e 
rechen : 

z = sin am x, 
z = cos am x, 
z = J am X. 

e Polynome F und F^ enthalten 2 n Constanten. Indem man c 
►efficienten von z^a gleicb der Einbeit setzt, kann man die andi 
lefficienten durcb die Gleicbungen ersten Grades bestimmen: 

f («i) = 0 , (a^) = 0 . . . {5 Ca2ii-i) = 0. 

inn zeigt uns aber die Beziebung I , dass aucb fiir x=a2a <p (x) = 
.. d b nacb dp.r Bfidino-iinfr. welo.bp. dip Grossen n. verbindet. f 
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fiir z = sin am x, 
fiir z = cos am x, 

fiir z =: ^ am x, 

Diese Polynome lassen sicli in Faktoren zc 
erhiilt man: 

(z- — sin- am a,) (z’^ — sinHmaJ . . . ( 2 ’ — 
X [z^ — sin2am(a^~ 

im zweiten : 

(z 2 --.cos^amaJ(z 2 — cos^amaj . . . (z-- 
X [z2 — cos2am(a^- 

endlich im dritten: 

(z^— #ama,)(z2 — J-’amaJ .. . (z- — J 

X [z-— - J-am(aj-f- 

Die hier aufgestellten Identitaten geben 
wenn man z = 0 setzt. Weun man namlic 
Fallen imter L, M, N das Glied im Polynom 
z nicbt entbiilt, so bat man die Beziebungei] 



sin am . . . +a 2 u--i) ■ 


cos am . . . '+-ct2u~i) ■ 


cos am a, cc 




eser zweite Satz wiirde den Werth von 


sin- arn (a^ -h -h . . . -h « 2 u) 

ben, wo eine grade Anzalil von Argiimenten vorkommt, aber < 
5te bat den Vorzug, gleicbzeitig zu den Ausdriicken von: 

sin am -f- «2u— l)? 

cos am (a^ -h «:> -h . . . -f* G 2 n— l)r 
J am (a^ -I- - 5 “ . . . -f- a2ii— i) 

fiihren. Die Bediugung, class die Anzahl der Argumente iingr 
kommt nicbt in Betraclit, dcim man kaiin ja eins davoii gk 
ill setzen. Wir baben aber nocb eine Folgerung zu zieben. '' 
merken namlicb, dass die Gleicbungen: 

<p (aj = 0 , (p (a.^ = 0 ... 55 (ccsn-i) = 0 

ler abgekiirzt: 

<P («o = 0 

5 Coefficienten von F mid F^ rationale Funktionen folgen 
rossen ergeben: im erstcn Falle, filr z = sin am x rationale Fu 
men von 

d sin am cci , 

sin am a\ und = cos am ai J am ai , 

cl CCj, 

1 zweiten fiir z = cos am x von 

d cos am oa . - 

cos am a\ und ^ = — sm am ai zJ am ai , 

a oci 

1 dritten Falle endlicb fiir z == /] am x von 
d J am ai . „ . 

zJ am cci und == — sm am ai cos am ai . 

Q ai 

Dies ist die Form derjenigen Grossen, welcbe wir so eben 
i M N bezeicbnet baben, und mitbin aucb die der Wertbe von 


H Formeln fiir die Addition zweier Argumente. 


Wir Trerdeu die vorhergehenden Siitze auf den Pall dreier Argu- 

mente a^ anweiiden, vou deneu wir das letzte gleicli Null 

setzenj wir nehmen: 

/ , . dz 

5^? (x) = (z* -f- az- + b) -4- cz g . 

Im Falle, wo z = sin am x, nimmt die Grundgleichung die Form an ; 
/dz\2 

(z^-4“az'-+-b)’ — ^ 2^(z^ — sin“ama^)(z® — sin-ama2) 

X [z- — sin2am(a^+a2)], 


so dass man also b = 0 setzen muss. Lasst man aus beiden Glie- 
dern den Faktor z’^ weg, und setzt dann z = 0 , so ergiebt sich : 


sin am (a^ -f - a,,) 


+ ^ 

sin am sin am a.^ * 


Die Gleicbungen (p (aj = 0 , 9? (a,) = 0 geben dann: 

sin^ama^ + asmamct^Hhccosama^zlama^ ==s 0, 
sin^amaj+asinamaa + ccosamajidamaj = 0 , 

also: 

C 

sin am sin am 

sin^ am — s in^ am 

sin am cos am ^ am — sin am cos am a, Zl am ‘ 

Fiir = 0 reducirt sich dieser Ausdruck auf sin am man muss 
also in der Formel das obere Zeichen nehmen. Multiplicirt man 
noch Zahler und Nenner des Bmches mit 

sin am a , cos am Zl am H“ sin am cos am Zl am a ^ 

und lasst im Zahler und Nenner den Faktor sin’ am — sin’ am 
weg, so ergiebt sich: 

sin am (a, -f- 

_ sin am cos am Zl am H- sin am cos am Zl am oc, 

1 — k’ sin’ am arsin’ am ” 


ndern Fallen, wo z = cos am x und z = J am x ist, hat 
hung; 

dz 

-h az2 -f- b H- cz , =0 

dx 

el z = 1, welche dem dritten Argument, das man gleich 
itzt hat, entsprieht. Man kann also setzen: 

2 -* -+* az- -H b = (z- — 1) (z^ “f~ m); 
t fiir z = cos am x zu den Gleichungen: 

cos am a. zJ am a, 

cos- am a, -4- m -f- c ; — = 0 , 

^ sm am 

„ cos am J am a, ^ 

cos- am a., 4- m 4- c : — ■“ = 0 , 

sin am a. 


[em Werthe: 


cos am (cCi 4- oCa) = 


cos am a. cos am a. 


hat man fiir z = am x die ganz ahnlichen Beziehungen; 

. cos am a, A am a, ^ 

Zl2 am a, 4- m 4- c ^ — = 0 , 

^ sin am 

^ cos am a„ A am a, ^ 

A- am a,, 4- m 4- c = 0 , 

cos am a„ 


A am (a^ 4- «i) = 


zi am a, J 


I Rechuung, die ganz analog derjenigen ist, welche sich auf 
s bezieht, giebt folgende Formeln; 

(«i + aj 

_ cos am cos am a 2 — sin am a, sinam Zlam a, Zlama^ 

1 — sin^ am sin*^ am ’ 

Zl am a, /I am a 2 — k^ sin am a^^ sin am am cos am a., 

1 — k^ sin- am sin^ am 


ei Formeln, welche wir aus dem AbeVscben Theorem ab- 
iaben, heissen mit vollem Rechte Grundformeln, denn sie 
[rolls tan dig aus, die Funktionen sin am x, cos am x, A am x 
ren. Aus den ersten Abhandlungen Abels und spater aus 
eiten Gudermanns, eines der besten Scbriftsteller, welche 

e, Theorie der clliptischen Funktionen. 5 


liber die Tljcorie tier clliptiscbeii Funktioiien gesclirieben haben, 
kami man sehen, wie daraus die doppelte Periodicitat folgt; ferner 
die Aiisdriicke fiir sin am (nx), cos am (nx), J am (nx), wo n eine 

beliebige ganze Zahl ist. Ilieraus leitet man, indem man statt 

X setzt, und zur Grenze fiii* n = go iibergebt, die aiialytischen Aus- 
driicke in der Form vou Quotienten der Keibeu 9 imd H ab. Wir 
setzen noch folgende Formeln bin, die sicb unmittelbar aus den 
obigen ergebeu: 

sin am (a^ — a.^ 

sin am cos am J am a 2 — sin am cos am J am a, 

1 — k-sia‘^ama^ sin-ama^ ' 

cos am (a, — aj 

cos am cos am a.^ -h sin am sin am J am a, d am 

1 — k' sin- am a, sin - am * 

J am — a.^ 

J am oc, J am a., -f- k* sin am sin am cos am cos am a., 

1 — ksin- ama^ sin’^amaj 


Durcb Addition und Subtraktion ergiebt sich bieraiis; 


sin am sin am {a^ — a_,) = 


cos am cos am {a ^ — a J = 


2 sin am a, cos am a^_ J am 
1 — k- sin^ am sin^ am a.^ 

2cosama^cosama2 
1 — k" sin 2 am sin^ am ’ 


zl am (a,^+ocJ -hJ am (cCi— aj 


2 am 

1 — k‘-* sin^ am sin^ am ’ 


sin am [a^ aj — sin am (a^ — a^) 

^ 2 sin am cos am J am 

1 — k- sin^ am sin^ am ’ 

cos am (a ^ — — cos am {a^ -+- aj 

_ 2 sin am sin am oc.^ A am A am a., 
l — k^ sin- am a^sin-ama^ ’ 

A am (otj am (a^ + a^) 

2 k- sin am sin am cos am cos am a, 

1 — k 2 sin^ am sm^amag 
Indem man in den drei letzten Gleicbungen: 


-f- = X, 


= a 



’hiilt man alle Wertbe von x, welch e die Gleichiingen er- 


sin am X = sin am a, 
cos am X = cos am a, 

J am X = J am a. 

ersten Falle erkennt man leicht, dass alle Aufldsuiigen der 
lenden Gleichung mit deneu der folgenden Gleicliungen 
;immen : 


sin am 

x>— a 

= 0 oder co 

2 


x+a 

= 0, 

cos am 

2 

J am 

xHha 

= 0. 

2 


bar aus den Formeln, welche Seite 19 fiir die Wurzeln der 
gen 

(x) = 0, ^ (x) = 0, 9, (x) = 0, H, (x) = 0 

sind, sieht man, dass sich ergiebt: 

X = a H- 4 m K -f- 2 m' i K', 
x = a (4 m 2) K •+• 2 m' i K', 

Pur; 

cos am X = cos am a 
an: 

X = + a->f*4m K-f-4m'i K', 

X = + ^ + f4 m + 2) K 4 m' i K', 

Pacher: 

X = + a-+-2m(K-i-i K') -f- 4 m' i K' 


A am X = J am a 
X = + a•^“2mK~h4m'iK^ 

Q Formeln bedeuten m und m' beliebige ganze positive oder 
Zahlen. Die Formeln fiir die Addition zweier Argumente 

5* 
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geben noeli zu vielen andern Bemerkungen Anlass. Beschrauken 
wir uns bier auf diejenigen Ergebnisse, welcbe sicb au£ die Ver- 
doppelung uiid auf diejenigen Werthe bezielien, wclche die drei 
Funktioueu aimebmen, wenn man das Argument gleicb einer halben 
Periode setzt Die ersteren ergeben sich unmittelbar aus den 
Grundformeln: 


sin am 2 a 


2 sin am a cos am a id am a 
1 — k- sin^ am a 


cos am 2 a 


1— 2sm2ama~hk2sin<ama 
1 — k^ sin^ am a 


zlam2a 


1 — 2k- sin- am a -4- basin'* am a 
1 — basin'* ama 


Hieraus ergeben sich folgende Werthe, die von Gudermann ber- 
riihren : 


K 

sin am -g- == 

K 

cos am = 


_1_ 

k' 


Jam-g- = }/k' ; 


iE' 
sin am -g- 


]/k’ 


iK' 

COS am -g- 


yi+k’ 


■d 



= yi?k; 


/K \ 1 

iinam + - - 

\2 

(f ±iK') = q=i|/^^, 


COS am 


+ = + i ]/k‘; 



sin am 



cos am 

1+ 


A am 

(^±f] 

1 = j/l-k; 

sin am | 

^ 2 ) 

- 

cos am ( 

4-iK'\ 
^ 2 ) 


A am j 

^K±iK'\ 
. 2 ; 



m. Von der Multiplication der Argument e, 

er mclitige Theil der Theorie der elliptiscben Funktioneii 
ge mit der Theorie der Transformation vcrkuiipft, init der 
bier iiicht besclitiftigeu werdeu, dass wir mis auf die Mit- 
ciner kleiueu Auzahl von Ergebiiissen beschrilnken miisseu. 

zunaclist u eine grade Zabl, und setzcii wir: 

n2 

m = ^, 


lau: 


sin am (nx) 


cosamxzJ amx 


sin amx-f-A'sin^ amx-h... + G'sm2“— 3 amx 
1 -f- A sin® am X H sin^m am X 


n 

l)^cosam(nx) 


1 H- A\ cos^ amxH- . . . -h H', cos^m am x 
1 -hAj^ cos‘^ am xH- . . . -f- Uj, cos^m am x ^ 


n 

1)T J am (nx) i=: 


1-f- A'^zl^amx-f- ...-l-H'a zJ 2 m am x 
1-f- Ajj #amx4-. . .-h Hj amx ‘ 


— 1 

ir n ungrade und setzen wir m = — ^ — 


so hat man: 


sin am x-f- a' sin^ am x-f- . . . -f- am X 

sin am (nx) = n H-asin'-’ amx~-K . . + li sin^m am x ' 

cosamx-f-a\ cos^amx-f-... -hb', cos2«i+iamx 
cos am (nx) = n 1 -f. cos - am x + . , . h ^ co s2in am x ’ 

Jam xHf-a'o J^ amx-h. .. +h '2 amx 
J am (nx) — n J^amx-f-.. J^“amx 

Alle Coefficienten in diesen verschiedenen Pormeln sind rationale 
und gauze Fimktionen von k-. Zu ihrer Bestimmnng bat Jakobi 
fiir den Pallj wo n ungrade ist, folgenden Satz gegeben. — Sei 

P 

sin am (x) ; 


u U ^ 

::rp=. sin am (nx) = ferner U= P imd Q 
|/k ]/k Q 


ganze Polyuome in Bezug auf u sind; macbe man 

1 


a = k + 


k’ 


so geniigen diese beiden Polynome der folgenden linearen particllen 
Differ enzialgleicbung : 


dz 


U“ (n^ — l)u-z -f- (u- — 1) (au— * 2u3) — 


d‘^z 


(1 — au^-Hu^) 2^ = 2n2 (a^ — 4) 


da* 


€r. Von den Funktionen zweiter und dritter Gattung. 

Man kommt auf dieselben durch die Betrachtung des Integrals 
J F (sin am x, cos am x, J am x) dx, 

wo F eine beliebige rationale Funkti on anzeigt. Mit diesem wollen 
wir uns jetzt bescbaftigen. 

Sei wie oben; 

u = sin am x, 

V = COB am X, 
w = J am X , 



lan leicnt, aass aas integral sich auf die Form bringen 


J* (A B V -f- Cw -f- Dvw) dx , 

] D rationale Funktionen von u allein sind, Hieraus folgt 
ler Theil 

Adx 

atersucht zu werden braucbt, denu fiir die beiden folgenden 
st sich die Integration auf die von Quadratwurzeln aus 
leu Funktionen zweiten Grades znruckfuhren , wenn man 
Dliangige Variable betrachtet, und der letzte Theil fiihrt 
rationale Funktionen. Also nur aus dem Ausdrucke / Adx 
moglicherweise durch Integration neue Funktionen er- 
id diese Vermuthung wird sich durch die folgenden Be- 
rn als richtig erweisen. 



(p ganze Polyuome bezeichnen. Indem man Zahler und 
IS Bruches mit (p ( — u) multiplicirt und setzt: 

<P (u) Ip (— u) = W (u’-j , 

9=’ («) ‘I’ (— «) = ^ («') u («^)) 

ser Integral in die beiden folgenden; 


j 


^ (u=) 

>F (u’) 


dx, 


h 


0 , (U°) 

F (u'-=) 


dx, 


das zweite ebenfalls auf Wurzeln von Ausdriicken zweiten 
iriickgefiihrt werden kanu, denn setzt man u*^ = t, so 


1 f dt 

2 J F (t) ]/(i_It)“(t^kn) • 


haben ims also bloss mit dem ersten Integral zu be- 

(«') 


welches man durch Zerlegung von 


(u^: 


in Parti al- 


,f Ausdrucke von der Form bringen kann; 


Diese Ausdrucke aber kdnnen, wie wir gieich seben wcrdeu, auf 
ihren einfachsten Fall, wo n = 1 und p = 1 ist, zuriickgefiihrt 
werden, — Geben wir zunacbst voii der Gleicbung aus; 


du™ 

dx 


= mu“-i ]/(l--u2)(l--k2u‘'^), 


welcbe durcb Differenziiren giebt: 




dx' 


— = m (m —1) 11“— 2 — (l-f-k^) u™ -+-m (m+l) ^ 


Indcm man beide Glieder dieser Gleicbung in Bezug auf x integrirt, 
findet man folgende Keductionsformel: 

= m(m-~l) Ju“~2 dx — m2.(l + k2)Ju“ dx 
-+- m(m-f-l)k2 Ju“+2 dx. 

Sie zeigt, wie man nacb imd nacb das Integral, in welcbem m=: 2n 
ist, auf dicFillle, wo n = 0 und n = 1 ist, zurlickfubren kaun. Der 
erste giebt eiiien Ausdruck, der der Variablen proportional ist, der 
zweite fiihrt eiu neues aiialytiscbes Element in die Theorie der ellip- 
tiscben Punktionen ein. 

Wir filhren als constanten Faktor das Quadrat des Modul ein, 
und setzen: 


Z (x) = I k- sin^ am x dx. 
do 


Dies ist die Fiinktion, die w von jetzt an als die zweiter 
Gattung bezeichnen wollen. 

Geben wir ferner von der Relation aus: 


ul/(l — u2) (1 — k^u^) 

(1 — au^)?-! 


(l 1 

kn 

p dx 



J (1 — au2)p 

fl, 2+2k» 

3k2N 

\( 



'j (1— au»)p-i 

/l+k= 3k> 

\f- 

dx 


J (1— au2)p '2 




dx 



til giciuu uic JL’ uiiJLLiun iiweiLer urHLLung, aer zweite einen aer 
in proportionalen Ausdrnck, also imr der dritte fiihrt zu 
uen Funktion, die wir unter der Form: 

f* Au^ dx 


wir statt; 


J Au^ dx 
1 — a ’ 

J dx 
1 — a u ‘^ 


;en, nntersuchen wollen. Es sei hier; 

a = sin^ am a, 

. 1 da , . . 

A = V k^ sm am a cos am a j am a. 
2 da 


lien setzen : 


^ k^ sin am a cos am a J am a sin- am x dx 


p u sin am a cos am 
(x, a) ^ — k^sin'^ 


am a sin- am x 


;se Fiinktion bezeichnen wir als die der dritten Gattuug 

Lusdruck der Funktionen zweiter und dritter Gattung 
in 0 (X)* 

en haben wir folgende Gleichung aufgestellt: 

dsinamx j9'(x— a,)S(x — a,) 

sm'^amx+A)+B =C ' 

)oefficienten A und B durch a^ uiid ausgedriickt werden 
wenn man setzt: 

^ d sin am a, _ 


sin am (sin- am a^ -f- A) -f- B - 


0 , 


. , . V „ d sin am a., ^ 

sin am a^ (siu^ am a 2 -+- A) + B r ^ = U. 


a. = — a^ = a 


:lich; 
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«3 = 0 

nach der BediDgung: 

-f- oCg *4“ = 0, 

so findet man: 

B = 0, A = — siu^ am a 

und fo]g]icb: 

_ , ^^(x-+-a)//fx-a)//(x) 

Sin am X (siu^amx — sin- am a) = u (hT~\ ‘ 


Bestimmen wir C, indem wir x = 0 setzen, so wird schliesslich: 

9-‘(Q) .gCxH-a) ffCx—a) 


sin2 am X — sin- am a = 


k6^{x) 6^- (a) 


Diese wichtige Beziehnng nimmt, wenn man a durch a -f- iK' ersetzt, 
die neue Form an; 


1 — k- sin® am a sin® am x 


0- (0) 6^ (x-f- a) 6^ (x — a) 
6^=^(x) 


Hierza kann man auch leicKt vermittelst der Identitat: 


1 J?{xH--a) J3'(x— a) 
k $ (x-f-a) 0 (x — a) 


sin am (xH-a) sin am (x — a) 


sin® am X — sin® am a 
1 — k® sin® am a sin® am x 


gelangen. Nimmt man jetzt auf beiden Seiten unserer Gleiclmng 
die Logaritbmen, so ergiebt sich: 


Ig (1 - k® sin® am a sin® am x) = ig 9- (0) H- Ig 6^ (x-f- a) -f- Ig 0 (x — a) 

2]gd(x) — 21g6»(a), 

und hieraus erbalt man, wenn man in Bezug auf a differenziirt und 
in Bezug auf x integrirt: 


f 

t/O 


k® sin am a cos am a zJ am a sin® am x dx 
1 — k® sin® am a sin^ amx 


== /7(x,a) 


(a) 1 0 (x — a) 


Das ist der analytiscbe Ausdruck der Funktion dritter Gattung, wie 
ihn Jakobi entdeckt bat. 


Wenn man durch a dividirt und dann a = 0. setzt, erbalt man : 



r k^sin-amxdx = Z (x) = C (x) — 77 -^, 
tJO & (x) 

:zt wurde; 

r — — 4q^-F-9q9 -- 16q^fi-h25q’^^ — .. . 

^ 1 — 2 q-h 2 q^ — 2cj[9-f-2q^'* — ... 

5 ist der Ausdruck filr die Funktion zweiter Gattung, den 
Jakobi gegeben bat, iind der uns zugleicb zu den Grand- 
aften dieser Puuktion fiiliren wird. 

n. Von der Ennktion Z (x). 

ei’ste ihrer Eigenscbafteii ist, dass sie fiir jedeu reellen imd 
'en Werth der Variablen nur eine einzige Bestimmiing zulasst. 

gt aucb aus der Betrachtung des Integrals k*-* sin^ am z dz 
bar. In der That ist fiir eine beliebige Wurzel der Glei- 

■ \ ' = 0 . 

sin am (z) 

fur; 

z = 2mK -f- (2m'-f-l)i K' 

jprechende Kesidimm*) von k-sin^am z, d. k. der Coefficient 
in 

k^sin 2 am[ 2 mK-f-( 2 m'-f-l)iK'-H£] = -t-~ 

L ^ sin^ am s 

Slull. Denn sin^ am s eutlialt in seiner Ent^vickelung nur 
^otenzen vou £. Die Integration, welche Wege aucb die 
i z zuriicklege, fiibrt dalier nur zu einer cinzigen Bestim- 
Wir kbnnen also obne Zweideutigkeit, iiidem wir uns der 
rass’schen Bezeichnuugen bedienen; 

pK 

J = I k2 sin- am xdx, 

do 

J K+iK' 

k- sin- am X d X 
K 


3ie zum Verstandniss nothwendigen Satze des Cauchy’schen Re- 
,lculs entbalt der Anliang. D- U. 


jjiese urossen Deissen voiisiauuigt; j. unis.uiuucu /.weiLcr 
Gat tun g, und sind mit den vollstaudigen Fuiiktionen der ersten 
Gattung K und K' durch die schoii erwahnte Gleicbung verbunden; 

KJ' — K'J = 

welche wir jetzt beweisen wollen. 

Zu dem Ende setzen wir nacb einander 
z = K, 
z = K -f- iK', 

in der Grundgleichung : 

ZW = Cx-|^^. 

Die erste Substitution giebt augenblicklich : 

J = CK, 
da 

G‘ (K) = 0. 

Was die zweitc anbetri£Pfc, so gebeu wir von der Beziebung, 
welcbe Seite 18 gegeben ist, aus: 

— ^(2x-hiK0 

9^ (x + iK') = (x) e , 


aus ibr ergiebt sicb; 
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Ig 9^ (x + iK') = Ig JB, (x) — Jg + iK')- 


Differenziirt man in Bezug auf x, so erhalt man: 

9\ (x 4- i K') H\ (x) in 
9, (x ^ i K') "■ ¥K‘ 

Setzt man x = 0, so wird die Ableitung der graden Funktion 77^ (x) 
verschwinden, und man bekommt: . . 

(9\(iK0 (9'(K-+.iK0 irr ^ 

9 , (iKO (9(K-f-iK0 “ ■“2K* 

hieraus folgt; 

Z(K + iK') = C(KH-iK') + ^, 

und folgbch; 


•setzt nmn f durch g, so hat muia die zu beweisende G-lei- 

1st der Modul k reell und kleiner als Eiiis, so kann man 
J' durch gradlinige Integrale ausdrucken: 

dx 


-S' 


y(l~x2) (1 — k-x^)’ 


k^ X" dx 


y, _ (»k 

Ji l/(x^-l) (1-^ 


l/(x"— 1) (1— k^x^)' 

,nz wie fur K und erhalt man die Reihen: 

J == 


3 Ig i + 1 - (3-S.) - 3^ (3-2,) - ^ (3-2J 


1, 3, 


k^- 


' 6\2.4.) 


k6. 


1.3.5^2, 

2.4.6 


k8. 


It, 3/1\2^ 2n— 3/1.3...2n-5 2 

' 2 ^ 4 ( 2 )^ ‘^***"^2n--2V2.4...2n-^4 

/1.3...2n- 
V2.4...2n- 


1 ^n-l/1.3...2n — 3 

2 


iejenige Eigenschaft der Funktion zweiter Gattung aber, welche 
irakteristisch zu betrachten ist, und welche ihre Einfiihrung 
iz neues analytisches Element in die Theorie der elliptischen 
onen rechtfertigt, ist die durch folgende Gleichungen gegebene: 

Z (X-+-2K) = Z (x)+2 J, 

Z (x-h2iK') = Z (x) -+- 2 i J'. 

3eziehnngen, welche sich unmittelbar aus den Grnndgleiohungen: 
(9(xH- 2K) = <9(x), 

6>(x + 2iK') = (9(x)e ^ 

n, wenn man die logarithmischen Ableitungen nimmt, definiren 
That eine neue Art von Funktionen, welche eindeutig sind, 
ch J wenn man die Argumente um die Grossen 2K und 2iK^ 


vermehrt, mit iliiizuiugiing emer i^onsLanieu repruuncireii, opa,ier 
wird maD die Wiclitigkeit. dieses Keimzeieheus eieselien, welches 
nicht mehr mit der doppelteii Periodicitat iibereinstimmt , aber sich 
enge an dieselbe anschliesst — Man gelangt iibrigens dazn noch 
auf eine andere Art, indem man von der Gleichung ausgebt: 


Z fx-4- €a) = Z (x) Z (a) -H sin am x sin am a sin am (x -f- a) , 

d. h. von dem Additionstheorem der Argumente in der Funktion 
zweiter Gattung, welches Jakobi folgendermassen beweist. — Diffe- 
renziiren wir die Gleichung: 


77 (x, a) = X 




1 9 (x — a) 

2 ®6»(x-f-a) 


in Bezug auf x, so ergiebt sich: 


k- sin am a cos am a Jama sin- am x 
1 — k- sin- am a sin- am x 

6>'(a) 1 6^'(x— a) 1 6i'(x-}-a) 

~ (a) 2 0 (x-a) ~ 2 0 (xH-a) 

= — Z (a) + i Z (z+a) ~ fZ (x— a), 


also wenn man x und a vertauscht: 

k^ sin am x cos am x J am x sin^ am a 
1 — k- sin- am a sin^ am x 

= — Z (x) -f- g Z (x -H a) -f- 2 Z (x — a), 

Addirt man diese Gleichungen Glied fiir Glied, so erhalt man; 
sin amxsin am a sin am (x-f- a) == Z (x+ a) — Z (x) — Z (a). 


ni, Von der Funktion 77 (x, a). 


Als eine der schdnsten Entdeckungen Jakobi^s ist, die Dar- 
stellung von 77 (x, a), worin zwei Grossen, das Argument x und der 
Parameter a, vorkommen, durch die Beziehung: 


II(x, a) = 


0‘(a) 1 0 (x — a) 

2 ^®6»(x+a) 


zu betrachten, in welcher nur die eine Funktion 6^.nebst ihrer Ab- 
leitung vorkommt, Es mochte selbst wegen der Einfachheit dieses 
Ausdrucks unniitz erscheinen, die Funktion drittcr Ordnung mit 



esondern Bezeiehnnng and -als ein eigenes analytisclies Ele- 
linzufiihreu. Indess ist diese Bezeicbnung durch Legendre’s 
iDj welche Jakobi’s Eiitdeckuiig vorausgiiigen , eiiimal einge- 
und wir werden sie bei der Darstellung der folgenden Satze 
len. 


ertauscliung der Amplitude und des Parameter, 
imittelbar erhalt man aus der Grundgleichung: 

.icb : 


n (x, a) — 7 / (a, x) = aZ (x) — x Z (a) , 

nan die Funktion zweiter Gattung einfubrt. 

ese Eigenscbaft kann direkt bewiesen und auf die Integrale 
: Ordnung ausgedebnt warden durch folgende Metbode, welche 
Is von Jakobi berriibrt. 


li ^ (x) ein Polynom von beliebigem Grade in Bezug auf x, 
3 jedoch zugleicb mit x verscbwindet, und 


F 


(x, a) = J 


j/^a dx 


0 (x — a) |/^x 

fferenz F (x, a) — F (a, x) Oder die Summe der Integrale 
1/^a dx 


r 

•^n Tx — i 


I 


]/^x da 

0 


0 (x — a) y^x 

ch ersetzen durch das Doppelintegral: 

X dxda r(^'x-f- ^'a) (x— a) -4- 2 ^a — 2<px 
0 y(px y^2i _ 2 (x - aj 


n 




lan findet leicht, dass die Grosse innerbalb der Klammer eine 
Funktion von x und a ist*), so dass das Doppelintegral sich 
Summe von Produkten von folgender Gestalt zerlegen lasst: 


Die ganze Funktion: 

{q}* fni) (x — a) -4-2 73 a — 2(/)X 
2 (x — a) 

indet namlich fiir x=a, wie man durch Differenziircn des Zahlers 
nners erkennt, und ist raithin durch x — a theilbar. D* U. 


► a a™ da dx 

0 |/^a *^0 |/^x 


Der Fall der elliptischen Integrale wiirde sicli hieraus offenbar 
ergebeD, wenn man setzte: 

^ (x) = X (1 — x) (1 — k2 x) 

nnd an Stelle der Variablen x und a die Gross en - r— imd 

. sin^ am x 

sin’ am a nahme. 

b) Yon den vollstandigen Funktionen. 

In der obigen Gleicbung: 

II (x, a) — 77 (a, x) = a Z (x) — x Z (a) 


setzen wir: 


X = K und X = K -H i K' ; 


mit Beriicksicbtigungj dass 

77 (a, K) = 0, 

77(a,K-f-iK0 = 0, 

findet man: 

7Z(K, a) = a Z (K) ~ KZ (a) = a J — K Z (a) 

und 

77(K+iE:0 - 77 (K) = iaJ' ~ iK^Z (a). 

Dies sind also die Wertbe der vollstandigen Funktionen oder 
der bestimmten Integrale: 

/T/rr^ — r^ ^^sinamacosamaJama sin’amxdx 
Jo 1 — k’sin’amasin’amx ' 

77(K + iK0 — 77(K) 

sin am a cos am a zJ am a sin’ amxdx 
Jg 1 — k’ sin’ am a sin’ am X 

Bezeichnet man sie fiir einen Augenblick mit H und iH', so 
ergiebt sicb; 

77(x-i-2K, a) = 77(x, a) 4- 2 H, 

77(x4-2iK', a) = 77(x, a)-+-2iH', 
und 


KH' — HK 



■ken wir jodoch m Bezug aut die Fiinktion dritter Gattung, 
wenn man den Weg sick andern liisst, welclien die Variable 
ir Integration bescbreibt, ein positives oder negatives Viel- 
von 71 ]/ — 1 binzutritt, so dass dicse Relationen nur fiir ge- 
[ntegrationswege stattfinden, wahrend die analogen Beziehungen 
zug auf die Punktion zweiter Gattung keiner Beschrlinkung 
ber Art unterliegen. 

c) Addition der Argumente. 

Jetracliten wir, um einen bestimmten Pall zu baben, eine un- 
Zabl von Argumenteii: 

> ^2 • • • 

e durch die Gleicbung verbunden sind: 

“f* , . , -f~ «2ti+l = 0. 

ird dann die Grundgleicbnng: 

(9' (a) 1 6'(x— a) 

17 (X, a) = -H 

i: 

n (a ^ , a) “h /7 (a^j a) -f- .».-+- // (c(2n-f-ij fi) 

1 6 {a^ ■ sl) 0 (a^ — a) ^ 6^(« 2n+i — a) 

“■2^6^ (a^-ha) 9 (a^-ha) . . , 9 {a2n-hi'i-i\-)' 

Es lasst sich nun zeigen, dass die Grdsse unter dem logarith- 
tien Zeicben rational ausgedriickt werden kann durch: 

I sin am cc, , sin am . sin am a2m-i ? 

d sin am ttj d sin am d sin am a2n-Hi 

da^ ’ dcc^ ‘ ‘ ’ dagn+i 

Zu dem Ende erinnern wir daran, dass, wenn S' (x) W 

beliebige Polynome von x von den Gradeii n und n — 1 sind, 
wenn man setzt: 

d sin am X ^ ^ . 

cp (x) = sin am xS* (sin^ am x) + ^ — ff i (sin^ amx) , 

2nde Bezicbung (Seite 61) erbalten v/urde: 

, ^ AJJ(x—a,). H(x— J7(x- «2n+i) 

(x) — ^2n+l (x) ’ 

die Coefficienten der Polynome S und 5, durch die linearen 
ichungen : 

(p [a^ =r 0, ^ (a^) = 0 . . . (^2i0 = 0 

n'lnite, Theorie (ler elliptischeii Punktionen, 
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bestimmt wurden, una also rationale runKtionen aer Urossen Aj 
waren. Vertauscbt man nun x mit — x, so ergiebt sich: 


— Ai?(x4-iccJ ^ (x + «a) > • • •^(x + 6C2n-n) 
9^ ( ^2n+l ^x) 

und hieraiis folgt: 

$gC^) _ B (x— g,) ■g(x— H (x— aip+i) 

^ ( — x) Hix-ha^) . . . i?(x+a 2 n+i)' 


Setzt man aber: 


also ; 


X = a -f- i K', 


sin am X = 


1 

k sin am a ’ 


dsinamx 1 d sin am a 

dx k sin- am a da ’ 

so verwandelt sich die Grosse: 


Ar(x--a,) i7(x— ccj « . . a 2 n+i) 

Ar(x+a2) . . . ^(x-f-a2n+i) 

e (a— gj 0 (a^gj ... 6/ (a—ccgn+i) 
& (a4-aj B (a-j-a^) ... 6^ (a-ha2n+i) 


und der Ausdmck fiir dieseibe ist nach dem Obigen; 

^ a ( ^ \ 1 d sin am a 

k sin am a ^ \^k^ sin - am ay ksin^ i 


-am a 


da 


— g ( 

ksiuama \^k-sin2amay 


^ Xk^sin^ama/ 


d sin am a 


ksin^ama da 


g / 1 ' 

^ \k^sin^ama^ 


Multiplicirt man ZMer und Nenner dieses Bruches mit sin am a, 
so nimmt er die Form an: 


n/ • o X dsinama„ , 
sinamaF(sm2ama) — — ^ — F, (sin^ama) 

-n / • X dsinama ’ 

smamaF(sin2ama) H ^ — F, (sin^ama) 


wo F(x) und Fj(x) ebenso wie 5(x) und S, (x) Polynome von den 
Graden n und n— 1 in Bezug auf x sind. — Wenn man nun das 
Argument asn+i durch — . . . - 4 -c[ 2 u) ersetzt, hat man die 

folgende Gleichung: 



a,; 


. T-. ^ « X d sin am a 

^ smamaF(sm2ama) — Fj (sin- am a) 


+ 2^S 


. . « X dsinama 

sin am a F (sm^ am a) H — F^ (sin* am a) 


Dies ist das Additionstheorem der Argumente unter der von 
aufgestellten Form. 


'on den verschiedenen der Funktion dritter Gattung 
analogen Funktionen. 


Wichtige mechanische Untersuchungen fiihren oft dazu, Integrale, 
he der Funktion dritter Gattung ahnlich siud und sick vermoge 
Lcher Substitution auf die Form derselben bringen lassen, auf 
funktionen 0 zuriickzufiihren. Daher hat Jakobi in seiner denk- 
ligen Arbeit iiber die notation der Korper fur nothig gefunden, 
folgende Zusammenstellung zu geben, welclie diese verschiedenen 
grale, so ivie ihren Ausdruck durch die Funktion 9 vollstandig 
unter der einfachsten Form entlialt: 


k* sin am a cos am a /I am a sin* am xdx 
) 0 1 — k* sin* am a sin* am x 

^ k* sin am a cos am a cos* am x dx 
0 Jama (1 — k* sin* am a sin* am x) 

p X tg am a J am a J* am x dx 
J 0 1 — k* sin* am a sin* am x 


^'(a) 

tii^y 

y>\ (a) 

(a) ■ 


1 9 (x — a) 

T 6r(x+a)’ 

1 9 (x-a) 

"2 (x+a)’ 


ex Jamacotamadx 

Jo 1 — k* sin* am a sin* am X ^ 

e X sin am a cos am a J am a dx 
Jo sin*ama — sin*amx 

J x sin am a cos am a J*amxdx 
0 J am a (sin* am a — sin* am x) 


£',(a) 1 9 (x-a) 

(a) "2 (x+a)’ 

H' (a) 1 9 (x-a) 


H (a) “^2 'Si9(x-|-a)’ 

0 (a) ^2 ®l?(a— X)’ 

(9\ (a) 1 jy(a-Fx) 

~ ~ ^ 571^ // (a-x)’ 


X tg am a J am a cos* am x dx Il\ (a) 1 ^(a-f-x) 

(a)"^ 2 H (a-x)’ 


Jo sin* am a — sin* am x 

p X J am a cot am a sin* amx dx 
Jo sin* am a 


-sm*amx 


H' (a) 

^(a) 


1 H (a-hx) 

'2 ®ir(a— x)' 


Man kann diese Gleichungen unmittelbar beweisen. Die zweite, 
tte und vierte namlich folgen aus der ersten, wenn mati x und a 
ch der Eeihe vertanscht mit; 
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X XV, cl 


X -H K -H iK', a -f- K -f- iK', 

X -f“ iK', a -f- i K'. 

Am deii so crhaltenon Gleicliiingen wcrden die vier letztcn gefunden, 
wonii man x durch x-f-iK' in jeder ersetzt/*^) 


H. Von den Weierstrass’schen Funktionen. 


Es wnrde bereits bemerkt, dass sin am x, cos am x, /I am x 
fiir Wertlie von x, welcbe kleiner als Bins sind, in Reihon nacli Po- 
tenzen dor Variablen cntwickelt wcrden konnen, deren Coefficicnten 
ganze Fimktionen von k- mit rationalen Coefficienten sind. Offen- 
bar findet Gbdches bei sin^ am x, bei der Punktion zweiter Ordnung: 


Z (x) = f k^ siiP am X dx , 
do 


bei ibrem Integral: 




dx 


und selbst bei dem Ansdrucke 


-^f''z(x) dx 
e do 

statt. Aber wabrend fur sin^ am x, Z (x) , Z (x) dx die Ent> 


*) Wenn man cine beliebige der acht Formen der Fimktion dritter 
Gattimg mit Jj^F (x) dx bezeichnet, so bat F (x) die Perioden 2K und 

2iK', und man erbiilt die vorstehenden Ansdrucke nnmittelbar mit Hiilfe 
eines allgcmoinen Ansdmcks der doppelt periodischen Funktionen, den 
man am Ende dieses Abrisses entwickeln wird, namJicli: 

(x-9 


F (x) = C -+. 


H (x-.^’ 


wo die Grdssen t die Wtirzeln der Gleicbung 
R die beziigliolien Residuen von F (x). 


1 

F(x) 


= 6 


bezeichnen und 


lung iiur lur WertJie der Vanableii stattfindet, deren Modul 
r als Eins ist, fuhrt die Fxpouentialgrosse 

— f "" Z (x) dx 
e Jo 


.ei* convergeuten Entwickelung fiir jeden roellen imd imagiiiaren 
1 von X. Nun wird man aus der Gleichung: 


Z(x) = 


?X- 


0 ' w 

(X) 


en : 



x2 

6 ( 0 )* 


ist also einc selir wichtige Eigenscliaft der Fiinktioii dass 

. X' 

1 

ell namiich durch Eiufuhrung des Faktors o ^^*(0) 

Funktioii vervvandelt, wo das Argiuiient iiielit mohr miter dein 
uszeiclien stelit, uiid an der Stclle der Periode luid der Trans- 
_nK.[ 

mte q=e ^ der Modul k- sclbst vorkommt. Gleiclies findet 
)ar statt in Bczug auf die drci andeni Funktioneu : 


sm am x 


cos am X e 


d am 


-J Z (x) dx _ ^ 

-J"z(x)dx _ -?y//, (x)|/i 7 
~ 9 (0)' k ’ 

-f z{x)ax -^f6'.(x) 

X e Jo = e - Tr-^yk'. 


0 ( 0 ) 


Hieraus folgt, dass neben den periodischeu Entwickelungen : 

2Kx _ 1 2Fqsi»x — 2V'^sin3x-t-2y q“ sinSx— ... 
7t ]/k 1 — 2qcos2x-+- 2q’cos4x — 2q“cos6xH-...’ 

2Kx _ j /7 2^qeosx+2V^ q»co33x+2^ q'“cos5x+... 

r F 1 — 2qcos2x-+-2q‘‘cos4x — 2q»cos6x+,..’ 

2Kx _ l+2qcos2x+2q'cos4x+2q^cos6x + . . ■ 

1 — 2qcos2x-l-2q‘‘cos4x — 2q“cos6x-f-. . 




periodischen Funktioneu durcli Quotienten vou Keihen aiisgedriickt 
werden, die iu Bezug auf x und k‘^ rational sind, und fiir jeden 
reellcn oder imaginareii Werth dieser Grossen convergiren. Abel 
hat die Mdglichkeit dieser neuen Entwickelungsweise der elliptischeu 
Funktionen bemerkt und kurz angedeutet, aber Weierstrass komtat 
die Ehre zu, an Stelle eines blossen Ueberblickes eine tiefe Theorie 
in die Wisseiischaffe eingefiihrt zu haben, welche auf gradem Wege 
zu diesen neuen Funktionen fubrt, nicht nur in dem Falle dcr ellip- 
tischeu Transcendenten, sonderu auch fiir die AbeFschen mit einer 
beliebigen Anzahl von Variablen. Wir konnen bier nicht die Grnnd- 
lagen angeben, auf welcben die grossen und schonen Entdeckungen 
dieses beriihmten Mathematikers beruben. Wir bescbrankeu uns bier, 
ohue iiber die elliptischeu Funktionen binaus zu gehen, auf die fol- 
genden Angaben. 


L Definition der vier Funktionen A1 (x). 
Diflferenzialgleichimgen. 

Um immittelbar diese Funktionen auf die vier: 9 ^ 
zuriickzufubren, setzen wir: 


A) 


und folglicb: 


B) 


-rzw 

= e do 


A1 (x) = e 

Al(x)^ 
Al(x) ’ 


dx 


sm am x = 


Al(xX 

= aTw ’ 

zJ am X = 

Al(x) ’ 

Air . - 
jAl(xJ _ e 

1 

= <1 “ 


Al(x), = e 


^(OJl/k 




= e ^ 


Al(x), = e 


^ (0) r k 
-T-fAWvr. 


e{0) 


Vk'. 


m jDezieoungen a) eriiait man zunachst: 


AP(x), = AlHx)- Ar^(x),, 
= A12(x) - k2Ar'(x)j. 


kanu mail aus den Gleicliungen : 


. w , — r Z(x)dx 

Al(x) = e , 

AI(x)^ 

AT(i) = W 

ifFerenzialgleichungeu ableiten, iiidcm man zuerst die zweiten 
mgeii der Logarithmen beider Glieder nimuit, uamlich: 


clMgAl(x) 

dx'-* 


— sin- am x 


AP(x) 


lgAl(x)^^ d^IgAl(x) d^lgsinamx 

dx‘^ 


dx* 


dx^ 

= sin^ am x ■ 


sin-* am x 

mit Hulfe der vorigen Gleicbung foigt: 

dMgAl(x), __ 1 _ Al2 (x) 

dx^ sin'^ am X A 1'^ (x)^ ‘ 

Eutwickelung erbalt man folgende DifPereuzialgleichungen : 

d2 A 1 (x) 


Al(x)- 


dx" 


fd A 1 (x)"!^ 

L S _ ‘ 


Al(x)i 


d^Al(x), [ dAI (xj^l^ 


dx^ 


L 


k‘^Ar-^(x)^ = 0 , 


-I- AT-i (x) = 0 . 


nliche Weise oder mittelst der algebraischeii Kelationeii er- 
ich; 

Al( 4 , A 1 . W. = 0 , 


A.«/-^ 




ese wicbtigen Bcziehungen, welche Weierstrass unmittclbar 
Q Definitionsgleicbungen; 


cix 


d cos am x . , 

; = — sin am X /i am X , 

dx 

d J am X 

; = — sin am x cos am x 

dx 

ableitet mid zwar durch eine Methode, welche sich auf die allge- 
meineren Abel’scheu Traiisceudenten ausdehueu lasst, kduneu daiiu 
auf eine iieiie Art auf die Funktionen 0 fiibreu, aucbi kann man 
mit ihrer Hiilfe direkt beweiseu, dass sie Funktionen dcliuiren, welche 
in immer couvergirende Reihen nach Potenzen der Variablen ent- 
wickelt werden konnen, so dass die Coefficienten dieser Reihen ganze 
Fuuktionen von k^ mit rationalen Coefficienten sind. Um iudess 
diese Entwickelmigen auszufiibren, verfolgt man einen andern ein- 
fachern Weg, der in dem Folgenden angedeiitet ist. 


n. Partielle Differenzialgleichungen, Entwickelungsforinelii. 


Eine etwas langc Entwickelung, die wir deshalb bier nicht aus- 
fiibren kdiineu, fiihrt Weierstrass auf folgende lineare, xiartieile Diffe- 
renzialgleichungen : 


d2Al(x) 

dx^ 


dx 


•2kk^ 


^dAl(x) 

dk 


■f-k-x2Al(x) = 0, 


d^Al(x)j 

dx- 


i- 2k2x 




clAI(xj. 

dx 

dAl(x), 

dx 


+-2kk^2 

-h2kk'2 


^^Al(xX 

dk 

dAl(x), 

dk 


P*(k'^Hhk‘^x^-)Al(x),=:0, 
+- ( 1-f-k- A I (x 32 = Oj 


d'^Al(x)3 

dx^ 


dAl(x), ^ dAl(x), 
-f- 2k^-x — 4- 2kk'2 — 

dx dk 


+-(k^-4-k'^x2)Al(x)3 = 0. 


Diese wicbtigen Grleichungen sind zur Reibenentwickelung ganz 
besonders geeignet, unci man erbalt aus ibnen folgende Pormeln, wo 
nl das Produkt von 1*2,3 . . . n bedeutet: 


Al(x) = 1 — A,J,+ Aj^, — + A: 


6 ! 


x2m 

(2^' 




*) Das mit multiplicirte Glied feblt in dieser Entwickelung. Dies 
— r Z (x) dx 

zeigt der Ausdruck e JO scbon a priori, wo die Reihe im Ex- 

ponenten mit einem Gliede anfangt, das mit multiplicirt ist. 
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B, 


- i-c,^ + a 


5!‘ 

X* 

4! ■ 


4! 


. + i—l)^ Bo, 


xam-i-i 

(2m+l)! • • •’ 




v 2 ni 

j 2 m 

(2m)! 


•(-l)n. D, 


1 bat aber: 


(k-^-Hk*), 

2(k“H-k“) + 68k‘, 

28(k'‘H-k") -+. 480(k''H-k<>), 

12(k"-(-k‘“) + 3008(k»-Hk») + 5400k«, 

348(k’4-k“) + 17408(kM'ki») +49568(k®-t-k«), 
192(k2-(-k>0 95232(k' + k‘^) 395520(k»4-k‘'’) • 

-h 603376 kS 

2768(k“+k‘o) + 499712 (k‘H-k") -h 2853888 (k«-i-k“) 

-f 5668096 (k''+k‘»), 

31072 (k'-l-k‘8) +-2539520 (k‘+k'«) + 19097600(k»+k"‘) 
+ 38153728 (k'+ki-) + 42090784k‘», 


+ k^, 

-1- k' -I- 4k^, 

+ k8 + 9(k'^+k«), 

+ k® + 16 (k’+k 8 ) — Ok" , 

+ k*» + 25(k“+k8) — 494(k‘+k8), 

+ ki^ + 36(k8+k‘») — 5781(k'+k8) - 12184kS 
+ k“ + 49(k»+k*0 — 55173(k*+k‘») - 179605 (k'+k*), 
+ k‘8 + 64(k'i-f-k“)-502892(k‘+k*^) - 2279488 (k»+k‘“) 
— 3547930k8, 

+ ki8+81(ieH-k‘“) — 4537500(k ■+k' ')— 27198588(k8-+-k‘=) 
— 59331498 (k8+k‘“), 

■t-k8»+100(k’+k'8)-40856716(k^+k‘»)-31380080(k8+k“) 
- 909015270(k8+k‘‘) - 1278530856k “ , 


C. = 1, 

Gj = 1 +2k^, 

Cj = l + 6k’-t-8kS 

C, = l-f-12k2+60k'+32k«, 

C, = l+20fc2-+-348k'H-448k6+128k«, 

C, = l-f-30k2-H2372ki+4600ki>+2880k^+512k‘«, 

C, = l-f-42k»-f-19308k»+51816k«+45024k*+16896k‘" 
-f-2048k'», 

0, = lH-56k2 + 169320k''H-628064k«+757264k''-j-370944k'« 
+93184k‘^+8192k‘S 

C, = 1+72 k^+1515368k'-+-7594592k»+ 12998928k’ 

+ 9100288k‘»+2725888 k‘^+491 520 k‘ '+ 32768 k‘’ , 
0,„ = l+90k’ + 13623480k>+89348080k«+211064400k« 

+ 21936 1824 k‘« + 100242944 k‘ ^ + 18450432 k“ 
+2506752k‘’+ I31072k‘’ , 


D, = k\ 

D, = 2k2+k\ 

Dj = 8k’+6k*+k’, 

D, = 32k»+60k’ + 12k»+k’, 

D, = 128k"-+448k‘+348k’+20k’+k‘», 

D, = 512k»+2880k‘+4600k’+2372k’+30k>«+k‘>, 

D, = 2048k’+16896k<+45024k«+51816k’+69308k>« + 42k‘^ 
+k'S 

D, = 8192k2+93184k^+370944k’+757264k’+628O64ki» 

+ 169320k'=+56ki' + k‘«, 

D, = 32768k’‘+49152Ok‘+2725888k’+910O288k’+12998928k‘» 
+7594592k‘2+1515368ki'+72k‘''+k'«, 

= 131072ks+2506752k‘+18450432k’+100242944k’ 

+ 219361824k‘'>+21l064400k“+89348080k“ 

+ 13623480k“+90k*8+k*% 


Aber die partiellen Differenzialgleiehvmgen dieuen nicht allein 
dazu, die Rechnung, deren Ergebniss bier uach Weierstrass aoge- 
fubrt ist, za erleicbtei'u, sie geben auch z. B. eineu leicbteu Beweis 
der folgenden Gleicbungen, welcbe sicb auf die Transformation der 
ersten Ordnung beziehen; 


Al(k^, = kAl{s.k)., 

Al(kx,i)^ =, Al(x, k),, 

Al(kx,i)^ = Al(x,k),, . 

Al(ix, k') = A1 (s, k),^, 

1' 

A1 (i X, k')i = i e ^ A1 (x, k}^, 

Al(ix,k')^ = Al(x, k), 

X* 

Al(ix,k03 = Al(x,k)3. 

!i bemerkcD wir, class, wenn man so von den Punktionen 
P die A I (x) iibergeht, welche den periodischen Charakter 

, , ^ _ A1 (x), A1 (x) A1 (x)- 

loren haben, die Quotienten AT^x^’ A1 (x) " 

Periodicitat als Folge der nachstehcuden Gleichungen haben, 
nmittelbar sich aiis den Gleichungen B) (Seite 86) ergeben, 
n sich erinnert, dass 



KJ' — K'J*=| 


A1 (XH-2K) = H- A1 (x) e-^-K^+K), 
A1(xh- 2KX = — Al(x), e-2J(*+K), 
A1 (x+2K), = — A1 (x), e-^Hx+K)^ 
A1 (x+ 2K)3 = A1 (x)j e-2J(^+K), 


Al(x-|-2iK0 = — Al(x) 

A1 (x-+-2iK'), = — Al(x), e-2iJ'(*+iK'), 
A1 (x+2iK0, = + A1 (x), 

A1 (x+2iK% = + A 1 (x )3 


J. EntwickelttDg der elliptischen FunktioDen in einfache 
Reihen nach Sinus und Cosinus. 

Es ist dies eine neue Art analytischer Ausdriicke, die sick 
wesentlick von denjenigen, die wir bis jetzt betracktet haben, da- 
durch untersckeidetj dass bei den jetzt folgenden die Variable in 
gewissen Grenzen bleibeu muss; andern sick diese Greiizeu, so 
andert sick auck die Form der Entwickelung. Da man indess, nm 
alle recllen und imagiuaren Wertbe des Arguments zu umfassen, 
nur einer endlicken Anzakl voii Entwickelungeii bedarf, und iibrigeus 
in jedem Intervall die zugekdrige Entmckelung fiir jeden Wertk der 
Periodeii und des Modal bestekt, so kann man ver'mutheuj dass die 
Untersuckung dieser Art von Ausdrucken cbenfalls Gelegenkeit geben 
wird, zu den Grundeigensckaften der neuen Transcendenteu zu ge- 
langen. Dies findet wirklick Statt, und auf uaturlickc Weise gelangt 
man sogar hierdurck auf die Zuriickfuhrung jeder doppelt periodischen 
Funktiou auf elliptische Fuuktionen, wie es der Liouville'scke Satz, 
der Seite 5 angefukrt wird, ausspricht, und welcken wir danack 
beweiseu werden. Aber unter einem andern Gcsicbtspiuikt und 
bios durch die Identitat der E-eihen und der Quotienten von Reihen 
kommt man auf die verborgensten und wicktigsten Eigenschaften der 
Zahlen, Eigen sckaf ten , die um so interessanter werden, als sie so 
unvermutketer Weise sick als in engster Verbindung mit den aualy- 
tiscken Transcendeuten stekend ergebcn. Wir besckranken uns kier 
auf diese Andeutung, indem wir auf diese sehr ausgedehnte Seite 
der Tkeorie der elliptischen Fuuktionen, welclie auFs Engsie mit 
den sckoneu Entdeckuugen iiber numeriscke Fimktioncn verkuiipft 
ist, welcke die Wissenscbaft Liouville verdankt, nicht eingeken kdunen. 

L Erste Methode* 

Diese folgt naturgemass aus der Glcichung’*') : 

S = A(1 — 2qcos2x-4- q‘-^) (1 — 2q^ cos2x-Hq®) 

(1 — 2q'^cos2x — q*“) .... 

Gekt man namlick von der bekannten Entwickelung aus: 


*) Siehe Seite 17. 



l-2qcos2x + q’) = qcos2x+q’22^^q3££!6f 


+ q< 


sicli: 


= const — cos 2 X (q + q3 
cos 4x 

q' 


2 

cos 8x 


•q=~h...) 


2 

cos 6x 
cos 8x 


(q^ 

(q’ + q° - 

(q'+q‘»• 


. qio 

.q‘». 

-q=» 


••••) 

h...). 




= const — 


qcos2x q-cos4x q’cos6x 

1-q^- 2 a^~' W^) 

q^ cos8x 


4(l-q*) 

US findet man die Entwickelnng der Funktionen zweiter 
r Gattung mittelst der Gleichiingen : 

rr r ^ (a) 1 6^ (x — a) 

(x, a) _ X 2 6r(x+a) ’ 


Z (x) = fx — 
en namlicb: 

2Kx 


^'(x) 


2Ka ^ 


9 (x)- 
\ tT ) 


9. r??-*' 


e 


C-?) 

qcos2(x+a) ^ q^cos4(xH-a) 

1 -q2 2(1 — q') 

qcos2(x — a) q^cos4(x — a) 


9 

V TT y 


- 2 


1-q-^ 2(1 -^qO 

“qsin2asm2x ^ q2sin4asin4x 
* 2(1- q^) 

q^sinGasinGx 
3(1 .-q=) 




l-q2 


Indem man die letztere Gleicliung in Bezug auf x differenziirt, er- 
hait man nocli: 

k- K- 2Kx rqcos2x 2q^cos4x 

^ sin^ am — = ^ + -IZI^ 

3q^cos6x “I 

Indess wollen wir auf sin am x, cos am x, J am x kommen, 
und dasselbe Verfahren muss dann anwendbar sein, wenn man diese 
Funktionen unter die Form logaritbmischer Ableitungen von solchen 
Ausdriicken bringen kann, die wie 9 (x) sick in Paktoren zerlegeu 
lassen. Aber man hat wirklich; 

d Ig (A am X — k cos am x) 
k sin am x = -z , 


ik cos am x 
i J am X 


d Ig (zl am X -f- i k sin am x) 

di ’ 

d Ig (cos am X H- i sin am x) 

di 


Die Grossen unter dem logarithmisclieii Zeichen lassen sick aber 
folgendermassen ausdriicken: 

^ 2Kx , 2Kx 

A am — k cos am 

71 7T 

(1 — ^2]/qcosx“f-q) (1 — 2 1/q^ cosx-|-q^) (1 — 2 ]/q* cosx4-q^)... 

(l+2]/qcosx+q) (l-f-2 |/q3cosx-4-q3) (1-1-2 j/q^ cos x-f-q^) . . / 

. 2Kx ^ 2Kx 
Zl am -f- ik sm am 

71 7t 

(1— 2|/~qsiDx — q)(l— 2|/— q^ sinx~q^)(l — 2 ]/ q^sinx — q>).,. 
(l-f-2|/ — qsinx— q) (1-4-2]/— q'^ sin x— q^) (l-h2]/ - q^ sin x — q*^)../ 

2Kx . . 2Kx 
cos am H i sm am 

7t 7t 

_ e2ix(l_qe-2ix) (I__q3e2ix) (1— q*e'-25x) 

(1— qe2i^) (1— q3 e-^ix) qs e2ix) ^ ’ 

Fine der vorigen ganz ahnliche Rechnung fiihrt dann zu folgen- 
den Formeln; 


2Kx ]/qsmx j/q^smSx l/q^ sm 5x 

n 1— q 1— q3 l—qs ^ ’ 

2Kx ]/qcosx , l/q^cos3x l/cpcosSx 

' “ — = TTT + Tf-,— + + ■ • • . 

2Kx 1 qcos2x q^cos4x q^cosGx 

TT 4 lH-q2 l4-q4 ^ ^ 

Ausdriicke fiir die Grossen; 

Zl am X — k cos am x, 

Zl am X + ik sin am x, 
cos am X -f- i sin am x 

, deren wir uns hier bedient haben, so beschranken wir uns 
nen zu beweiseu, da dieselbe Methode aucb zu den andern 
d wollen wir dazu den letzten waklen, da die vorhergebenden 
len Fundamenta finden, denn sie ergeben sich aus der 
g 5) Seite 86 daselbst, wenn man fiir den ersten x in 

iir den zweiten q in — q verwandelt. 

dem Ende sei zunachst, wie auf Seite 16: 

mx 

<p (x) =: 1 — e 

Ausdruck, von dem wir beweiseu wollen, dass er gleicb: 

cos am X -i- i sin am X 
nt die Form an: 

iTTX 

e^K ^ ^ — x+iK') <p (x~f-3iK') (p (— x-hbiKQ . , « 

(p (x+i K') (p ( — x-f-3iK0 (p (xH~5iK') . . » 

ht hieraus, dass, wenn man Z abler und Nenner mit: 

A p ( — x-f-iK') (p (x-h 3iK') p (~ x+6iK') . . , 

lirt, wo A eine Constante ist, man den Ausdruck auf eine 
[•ingt, wo 9 (x) den Nenner bildet. Setzen wir also: 

iTTX 

= A e ^2 ( — x-+-iK') (xH-8iK') x+5iK') . . ♦ j 

ffenbar: 

(?)(x+2K) = -(^(x), 

serdem; 


(/)(x-+-4iK0= <^(x) 


( — X — 3 iK') 
^“(x-f-3iK0 


2i;r 

^ V ^7" i KO 

= 0(x)e 


Den beiden Gleichungen : 


<P(x-t-2K) = —0(x), 

2171 

(2)(x + 4iKO = (P(x)e“'K 


wird aber durch gauze Funktionen in allgemeinster Weise geniigt, 
wenn man nimmt; 


0{x) == G i2^(x) + 0, H, (x), 
derartj dass man setzen kann: 


c 2 K ^ ^ — x-f-iK') ^ (x + 3iK') ^ ( — x4-5iK') . . 
(p (x4-iK') (p ( — X“t-3iK') p (x-4-6iK') . . . 
OJ?(x)4-C,H,(x) 


6<(x) 


=: A COS am X -f- i B sin am x, 


wo A und B Constanten sind, die man durch einen besondern Fall 
bestimrat. Tst z. B. x = 0 und x = K, so erhalt man ohne Weiteres 
- A = 1, B = 1, wodureh unsere Formel bewiesen ist — 


Bei dieser Gelegenlieit wollen wir noch bemerken, dass die all- 
gemeinste Art, den Gleichungen: 


(x “f- 4 K) = ^ (x) , 
d5(x+4iK')= (x) e ^ , 


welche die vorstehenden in sich schliessen, durch ganze Funktionen 
Geniige zu leisten, gefunden wird, wenn man mit vier beliebigen 
Constanten setzt: 

(x) = A (9 (x) + B E{x) C (9, (x) + D AT, (x). 

Dieser Ausdruck, von dem man mittelst der Beziehungen auf Seite 28 
von vorn herein sieht, dass er eine Auflosung giebt, ist in der 
That der allgemeinste. Denn setzt man: 

ini;nc 

0 (x) == am e , 

Oder vielmehr: 


murx 

0{^) = am e , 
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e zweite der Bedingungcu zu dem Ausdruck; 

^ra-f-4 j 

dem Aiisdrucke von 0 (x) nur vier Constanten vor- 
3iineri. 


dnung der vorstehenden Reihen nach Potenzen von q. 

Entwickelungen sind unmittelbar durcli das Vorstehende 
So erliielt man z, B., ehe man die geometrischeii Pro- 
summirte; 

Q am = sm X j/q (1 -f- q -I- q 2 -I- . . 

+ sin 3 X ]/q 3 (1 4- q3 -f. q6 ) 

4- sin 5 X l/q5 (1 + q^ 4- q'° 4- . . .) 4~ . . . 


= sin X 

4- sin 3x ]/q3 (2ia+i) 

4- sin 5x ]/q5(2m+i) 4 -. , , _ ^ 

der Form einer Doppelsiirnme: 

2Kx ^ , 

sin am — - = ^ sin (2 /z 4- 1) ]/q(2Ai+i) (2m+i). 

wir also: 


(2 ^ 4“ 1) (2 m 4~ 1) = Mj 

[ alle ungraden Zahlen vor, und der Coefficient eines 
Gliedes ]/qM in der Eeihe wird die Summe aller Grdssen 
L) X sein, wo 2/Z4-1 ein Faktor von M ist. Da aber 
3r einer ungraden Zabl selbst ungrade ist, so kann man 
ireiben, indem man unter [i einen Faktor von M verstebt; 


kK . 2Kx 

-tt- sin am 

271 TT 


= X 2 


sin II X. 


anz ahnliche Weise erbalt man: 


y (-1) 

71 jima/ 


M— 1 
2 


_ til 

]/qM ^ — 1) 2 cos /A 


Theorie der elliptiscben Funktionon. 


7 


Wjis J am x anbetrifffc, so bezeichne man diirch 
N = 2^ M 


einc beliebige ganze Zahl, wo 2’-' die bbchste darin als Paktor ent- 
haltene Poteuz von 2 ist, so dass also M ungrade ist, man hat 
(lann: 


K , 2Kx 1 

S'- J am = . 

2;t 7? 4 


M—l 




^ cos 2^-^^ 


fix, 


wo /i wie vorhin jeden Paktor der ungraden Zahl M andeutet 
Hochst iiberraschend ist der zahlentheoretische .Charakter dieser 
Ausdriicke : 


sm fi X, 




cos fX X, 


V At-l 

( — 1) 2 cos 2^-^^ fix\ 


sie bieten ein Beispiel der niimeriscben Funktionen dar, 
welche den Gegenstand der schonen Lionville’schen Untersuchungen 
bilden, and die einfache Art, durch die man mittelst der Theorie 
der clliptischcn Funktionen auf sie gcrath, lasst leicht die Wichtig- 
kcit, welche diese Theorie fur die Untersuchung der Eigen schaften 
der Zahlen hat, ahnen. 


ni. Beweis der fundamentalen Differenzialgleichungen. 

Bezeicbneii wir mit m und m' alle ungraden positiven imd nega- 
tiven Zahlen, durch n alle ganzen gradcn und ungraden Zahlen, 
und setzen wir: 


vv=X 


]/qm Qmix 
j/q"^ Qm'ix 
qn eSnix 

l -t-q2n ’ 


so hat man; 
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ikK . 

— sin am 

TT 


2Kx 

TT 


kK 2Kx 

— cos am 

7t 71 


K . 2Kx 
— zj am 

TT 71 


U, 

V, 

w. 


iprechen dann clen Gleichungen; 
d sin am x 

= cos am X d am x, 

d cos am x 

= — sin am x J am x, 


^enden : 


d J am X 
dx 


sin am x cos am x 


dU 

dx 


= 2iVW, 


dx 

dx 


2iUW, 

2iUV, 


wir bier bewciscn wollcn. Zu dem Endc ])otrachten Tvir bier 
dukte : 




in ^+2 II 

q ^ c0‘i'‘‘-2n) ix 

m -i-2n 

uw = Y 

(1— q 


UV 


-X 


(1— q‘”)(i+q^") 

nn-m' 

(l~q™)(l+qniy 


[lerkt man, dass identiscb ist: 

+ 2n m^H- 2 d 

q ^ q ^ 

^-q>^') (l-|-q2ii) 1_ qra^-i-2n 


q^" \ 

lH-q2n;’ 


q ^ q ^ / 1 q*" \ 

(1 — q™) (l+q2") ~ qra “ l+q2ny’ 

TO + rn' ni-Mi 5 ' 

q ^ q ^ /_i q”' "N 

(l_qm) (l 4 _qin^^ l^qtn \1— qin l-f-qiny ’ 

iincl setzt man: 

m -f- 2 n = M , 
m'-f- 2 n = M', 
m -f- m' = 2 N, 

derart, dass M und M' ungrade, N eine beliebige gauze Zahl ist; 
man kanii dann scbreibcn: 


UW 


UV 



qM'-m^ \ 

1 — qM' qm' 

l_|_qM'-m' y 


qM-iti \ 

^ — q™ 

1-^qM-m J ’ 

qNeSNix / 1 

q2N— m \ 

~ ^ l+q-« \.l — q“ 

l + qSN-mJ' 


Vergleicht man dicse Ausdriicke beziiglich mit — — — , 

dx dx dx 

eo sieht man, dass, um unsere Differenzialgleichung zu beweisen, 
man zeigen muss, dass folgende Beziehungen stattfinden, wo die 
Accente weggelassen sind; 


M 

M 

N 



qM — m 


1+qM- 


nM -m 


l-f-qM- 

q 2 N-j 

l+q 2 N 


■)' 


Das Verfahren ist fur alle drei Gleichungen dasselbe; wir be- 
tracliten, um einen bestimmten Fall vor Augen zu baben, die .erste. 
Unterscheiden wir aber von einander die positiven und negativen 
Wertbe von m. Die ersten fiibren zu dem Ausdruck: 



1___ 

l+q“ 


qM — m 
l_f_qM~in 
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1 wir, mdcm wir M ims als positiv voratellen, sclircibeu: 


X 


rjlU— M 


; identischen Beziehimgen: 


l-+-q”y ’ 


1 

1-hqm 


qm 

i-f-qni’ 


qM— m qin — M 

l-^qM-m ^ l-hq^n—M 


idcii, die letzterii, iiidem mau — m fiir m setzt, zu dem fol- 
a: 

f 1 qM+ui ^ qtu qM-hiii 

L\l-hq~ia l^qM+mj l+qM+my 


j dass man fiir die ganze Siimme hat; 



qm— M 
l-j^qm-M 



qm-t-M 
i-hq«i+M • 


a = 2 M H- 1 an abcr aiud idle Glieder der ersteu Summe 
die zweite mit umgokehrten Vorzeichcii gegebeu und ver- 
ideii also. So hat man demnach eine endliche Reihe; 


m=2M— 1 


X 


qin— M 
l4-qra-M ‘ 


be trenuen wir in zwei andere und scbreibeii das mittlere 
ausaerhalb des Summenzeicheus; dies giebt: 


m = M — 2 


X 


qTu— M 


m = 2M — 1 

1 q'u- M 

m — MHh2 


ibt man aber 


1 

1+qM- 


statfc 


qm — M 
l^,qm-M 


so wird die ersle Siunme : 


1.1. . 1_ 

■+• l+q4 iH-qM-i’ 

idem man die Glieder dorsolbcu beziiglich zu deueu der zweitcu 
addirt, d. h. zu: 


q2 q-t qM i 

H-q'^ l+q\ •+■••• + l+qM-l> 

lan die Einheit so oft, als die Auzahl der Glieder betragt, 


null] 


(1. h. - lual, hierzu das mittlere Glicd luklirt, crlililt 
eudlich: 


1 M— 1 _ M 

2 ■* 2 “ ■“ 2 ’ 


imd dies ist das vorhiii aiigegebeue Ergebniss. 

Nnbmen wir endlicli an, M sei negativ, so beraerkeii wir, da«s 
der von mis betrachtete Ausdmck mit M sein Zeicben wecbselt, so 
dass man hat; 


f 1 

qM~m \ 

- _ V/ 

/ 1 q-M-m \ 

VH-q“ 





In der That, setzt man im ersteii Gliede m -f- M fiir m, so erhalt 
man identisch das allgemeiiie Glied der rechtsstebenden Keihe. — 
Wir liaben bier an einem wichtigeii JBeispiele gezeigt, in wedeber 
Art die neuen Entwickelungen ganz wie diejenigen, von deneii wir 
bei Darstellung der Theorie ausgegangeu siiid, zu den Grundeigen- 
scliaften der elliptischen Funktionen fiihrcn kbnnen. Jetzt wollcii 
wir die Vergleichung zwiseben beiden Arten von Aiisdriickcn unter 
cincm allgemeineren Gesicbtspiinkte auffassen , indem wir einc be- 
liebige ciiideutige doppelt ]jeriodiscbe Fnnktion in eine einfacbe 
periodischc Reibe eutwickeln. 


rV. Entwickelung einer doppelt periodiseben Funktion 
in Sinus- und Cosinus -Reiben. 


Sei F (z) die betrachtete Funktion, a und b ihre Perioden. 
Wir werden zunacliat die Greuzen der Variablen aufsuchen, in 
welchen diese Funktion jedesmal durcli cine bestimmte Sinus- und 
Cosinus-Eeihe entwickelt wird, welcbe z. B, dor Periode a ent- 
spriebt. — Bemerken wir zu dem Ende, dass der Ausdruck: 


z = at • 


■ bu, 


wo t und u reell siiid, jede complexe Grbsse vorstellen kaim, mid 
dass, um alle Werthe, wclche F (z) annebineii kann, zu erbaltcn, 
es in Anbetracbt der doppclten Periodicitat binreiebt, t und u alle 
reelleu Werthe zwi^•chen Null und Eins zu geben. Diese Berner- 

kung wenden wir auf die Wurzeln C der Gleicbimg = 0 an, 

wovon die Begtimmungen , welcbe wir im Auge baben, abhangen; 



.-nxiutx oic LiuxLfi (,,, . (s,8 , luuulii mr sie aciarL orcmcUj 

u von Null bia Eins wacbscii hiyacii , so daas Cs dcin 
m u = Ug entspriclit Sei jctzt eine zwiaclicii Ug und 
nde Grosse *) , wobei die Grenzwertbc ausgescblossou siud ; 
ruck: 

F (at -f- bog ) 

1 fiir keinen reellen Wertb von t uneudlicb Tverden und 
b folgeudermasseu entwickcbi lasscn: 

F (at+bug) = e2«>i;rt^ 

ir jeden Wertb dicser Variablen coiivergirt 1st also die 
jr Grdsson cndlich und gleicb /x, so wcrden die Reihen: 

^ A® 



Goaammtbeil die Fuuktiou F (z) fiir z = at -f- bu dar- 
rorin t gauz bcliebig, u kleiiier als 1 iat, wo aber die 

at -h bu^, 
at -f- bu^, 

at -h buja 

)aseu sind. Und wenn man diesclbeu Rciheii periodiscb 
inclem man u von Eins bis iii’s Uneudliebe wacbsen und 
bis zum negativ Unendliebcn abncbmeii lasst, so wird man 
en Umfiing dcr complexcii Wcrthe des Arguments um- 
:I niit den angegebeiicn Ausnnbmcn cine vollstiiudige Dar- 
ler Fuuktiou gowonucii haben. Nacbdem dies festgestellt 
X wir die Grbssen A^ bestimmen, Zu dem Ende werden 
U’uiidpriuzip dor Residuenrccbiiung anwenden , welcbes in 
lung bestebt : 

j Grosse Hi kaiin niebt allein als zwischen Wi uud 0, sonderii 
wiseben 0 und dem uumerisch kleinsten iiegativen Worthe von 
angenommen werden. 


wo das erste Glied das Integral einer eiiideutigen Fuiiktioii f (z) 
vorstellt, und zwar auf eiuem boliebigeu gescWossenen Umfauge ge- 
nommen, und J die Surame der Residuen von £( 2 ) ftir alle Werthe 
der Veranderlicken , welche Punkten innerlialb dieses Umfanges 
entsprechen. 

Dieser Gaucby’sche Satz auf den Pall angewaiidt, wo der Urn- 
fang ein Parallelogramm ist, dessen Eckpimkte den Grosseii ent- 
sprechen : 

p, p + a, pH-a-f-b, pH-b, 

und dessen Seiten folgende Gleichungcn habeii, wo die Verlinder- 
liehe t von Null bis Eins waclist: 

z = p + at. 
z = p a Hh“ bt , 
z = p + b -h a (1 — t], 
z = p b (1 — t) , 

giebt : 

a f (pHhat) dt -h b f (p-f-aH-bt) dt 
— a f [pH-b-ha(l — t)]dt — b f [p-f-b (1 — t)]dt = 2i7r4 

Oder einfacbei: 

a £ (p HP at) dt-h b J f (p -H a-P bt) dt 

~ a f (p 4- b -f- at) dt — bj^ f (p~}-bt) dt = 2i7rJ. 



Im Uebrigen stellt nach der obigen Bezeichnung zl die Siunme 


der Resklueu von f (z) fiir alle VVurzeln f der Gleicbung 
dar, welche durch die Pormel: 



^ = p -f. at -I- bu 

dargestellt werden konnen, wo t imd ii zwischen Null und Eins 
liegen. Die Gleichiiiig 

jp (at + bUj) = 

giebt: 


*) Vergleiche den Anhang. 


D. U, 


Am = Jq ^ (S-t + byj e~2mi7ri dt, 

konnBii eilso di6 B6ziGliiiiig 1) ^diwoudciij indcm wir sctzGur 

p = K. 

. . 2 ~ bt/j 

f (z) = P (z) e » 


i hat dann ofifenbar: 


f (z-t-a) = f (z), 
f (z-i-b) = f (z) q-2'a^ 


wie au einer friiheren Stelle, 


q e 


Das erste Glied der Gleiohimg 1) reducirfc sich also auf; 

Was das zweite Glied, d. li. die Residuiimsumme der Funktion 


z = C,, C, , . . C/. 

trifft, so wollen wir der Einfachlieit wegeu annehmen, dass 

e Grdssen cinfache Wurzeln der Gleichuug 0 seien; 

ichnet man dann durch Kg die Greuze vou £F(Cs-+-s) fdr 
; 0, so findet man unmittelbar: 

n / ^1 ^2 

2mi7z; — 2mi.T:— — 2mi77'“ „ — 2rai7r " 

= e a \^Rje a a-f-...-f-R^e ay 

die gesucbte Entwickelung der Fuuktion F (z) fiir z = at + bo^ 
also die Form; 
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2m--(z— ti) 


a X:--ve 

= const+-| 


2m'-' (z — u,' 

k e a ' 


U X 


i- 


l_q-2m 


Wir habeii eine ^villkurliohe Constante hiuzugefilgt und dafiir 
iu jcdcr Summe das Glied, welches m = 0 entspricht, weggelasscn. 

lu dor That kaun fiir diesen Pall nicht durch Gleichuug : 

a ( 1 — q-S“) = 2 ijr;d 

bestimmt werden, sie giebt eben nur d = 0 , d. h.: 

. H- E;, =0, 


Bevor wir jedoch weiter geheu, wollen wir cine Auweiidung 
voii der ebeu erhalteneu Formel machen, indem wir F (z) = siu am z 
setzen. Sei dann 

a = 4 K, 


so hat man: 


b = 2 i 

C, = iK', 

C, = i K' ■+. 2 K, 

R^ = lim [c sin am (i K' •+■ e)] =? j- , 

TT 

^ = c « = Vq, 


imd folglich; 


sm am z = 


m 

2kK 

iTT 




V- 

1 — q"'™ 

1!L 

~ 2 kK^ 1 -q- 


mjg(z-iK'-2K) 


1 -q- 


-+- const 




const. 


Man sieht, dass nur die ungradeu Werthe vou m bestehon 
bleiben, so dass, weun man die Constante gleich Null setzt, man 
unmittclbar erhalt: 


ikK 

7t 


2Kz 

sm am - 


' JDlZ 

TT ^ / 


0inirrz 


]/q“ 


Hier steht also im zvveiten Gliede die Reihe, welche wir mit U be- 
zeicbuet haben (Seite 98). 

Kehren wir jetzt zu den allgemeiuen Betrachtungcu ziiriick, 
namentlich zu den Entwickelungen , welche fiir z = at -f- by^ und 
z = at “H bu.^ stattfinden. Im ersten Falle beziehen sich die Re- 
siduen auf die Werthe ? C> • • • man auf das folgende 

Intervall iiber, das durch die Gleichung z = at •+• by^ gegeben ist, 
so erhalt man die Reihe: ^3 ... C/x? C b, und da die Re- 



vuli !-• UJ aui unu -f- D gieiliU sina, so gebeu 

iiden Eutwickclimgen mit Hinzufuguug der con slant en Glieder : 




- t,) 


2 It: 






2xn'^(==-?,) 


-2m 


-H . . . 




2m^(z-£,-b) 
e a- 


l-q- 


2in 


2\n 


R, 






-2m 


LI* habcn also die coiistanteu Glieder zu vergleichen. Wir 
n luis zu diesem Ende der schon benutzten Gleichung, in- 
ir dariu die Periode b durch eiiie beliebige Grosse /? er- 
also : 


j* (p-f-at) dt + /3j^^F(p+a-f-;Jt) dt — aJ^^P(p-f-/3 + at) dt 
/?J^^F(p-»-,5t3 dt = 2\nd. 

tzen wir p = by^ , P “P- j giebt zJ nur ein cin- 

^esiduum von F (z), das niimlich, welo.lies z = entsprichl, 
ld bat uiiniittelbar: 

r* 1 r* 1 zItt 

F (at 4- bn,) dt — F (at-i- byj dt = — R,. 

mien also beide Entwickeluiigeii so darstellcu, dass sic aus 
3usolbcu analytischcn Elcmcnten bestebon, so dass, wenu die 
t; 



in 

2m "(z — L) 
l„q-2m 




X 

X 


^2m~(z-t,) 

1 ^ n—2ai 


^2m-(z t,d 


ere sich iiacb Vercmigung der Glieder, welelie R^ baben, so 
[in liisst: 


-f- . . . 



q-^ 


1 




2 

2 


1 — q--'“ 

in: 

2m.-(z-t^) 

l^ q— 2 m * 


Hieraus lasst sich eine wichtige Folgemng zielieu, die Das- 
jenige reclitfertigen wird, was obeii iiber die Funktioneu zweiter 
Gattuiig gesagt wurde. — Bemerkeo wir namlicbj dass die ver- 
schiedenen Summeii, welche in K., u. s. w. multiplicirt sind, 
allein aus der Entwickelung; 



2m^ 

e ^ 


hervorgeben, wenu man darin z — Ci? z — Ca u. s, w., im zweiten 

Falle aber z — Ci — b u. s. w. fiir z setzt. Setzt man nun z ^ 

fur z, so nimmt diese Entwickelung die Form an: 


2m~ 


1 — q”2in 

Diese erinnert uus an einen schon bekainiten analytischeii Ausdruck, 
Sei namlich a = 2 K, b = 2 iK', folglich q = q, so liat man: 

ijra ^ 


9 (z 


I) K2L'l~q-2m 


IT 


man kann also fiir z = at -f- bo^^ setzen : 


F (z — iK') = C -+- Ei 


Cl) 


R 


’* e (z~Q ^ 


■ li. 


Q, 


o 

9 {z-Q 


uad fiir z = at + buj : 

P (z — iK') = C + R, 


6/'Cz— C-2iK') ifrl 
[6^ (z_f _2iK') Kj 


0'(z-Q 0'(z-Oi) 

9 9 (z-Ci)- 

Jetzt zeigt sich die gauze Wichtigkeit der charakteriatischen Eigen- 
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der Funktion zweiter Gattuug in Bezug auf die doppelte 
.citat; in der That gelten die Beziehungen: 

Z (X -h 2 K) = Z (x) -4- 2 J, 

Z (x+2iK0 = Z(x) + 2iJ' 

Igenden gleich: 

6>'(x-f.2K) 6^'(x) 

6 (X-+.2K) 6> (x)’ 

^'(x~2iK0 6l'(x) i7i 

6'(x— 2iK') ~ 6»(x) K- 


IS folgtj dass man auch durch Einfuhrung der Transcendent en 

Entwickelungsformeln auf eine zuriickfuliren kann, da die 

C— 2iK0 i;r (9'(z-~Cj 

i 777 — o-TTA ~~ tF sich auf jT-. reducirt, — Hieraus 

6^ (z— C, — 2iK') K 6'(z-Ci) 

sine analytische Beziehung, die fiir alle moglichen Werthe des 

lentes giltj und deren schliessliche Form man, indem man von 

*iK') zu F (z) iibergeht, auf folgende Weise erhalt. Rufen 

IS zunachst die Formel in's Gedachtniss: 


-^(2x+iK0 

0 (x-hilV) = i^(x)e 

s sich ergiebt, wenn man die logarithmischen Ableitungen 
‘ Glieder nimmt: 

^^'(x-hiKO _ JP(X) ITT 

6^(x-f-iK0 H(x) ““ 2K‘ 


gt, wenn man fnr z setzt; 

P_^.R 




R. 


R, 


^ H (z — C/ij) 


^ “r- - 1 - . . . + R/i) , 

iinfach, da die Residuensumme gleich Null ist: 

Indlich in dem Falle, wo C nicht mehr eine einfache Wurzel 
rleiehung ^ ist, sondern eine Wurzel nter Ordnung, 

mn die Gleicliung stattfindet: 

F (Ch~ s) = A Hh B£ + Q£”~2 ^ Ran— 1 4. . . . 


wird das eiiizelne GUed R 
stehende Snmme ersetzt: 

0-1 


rir'(z-01 

1)11+2 B Jn-2 

r/j(z-oi 

Lg(z-Oj 

1 1.2 . .. n— 2 dz“-2 ^ 

Lg(z-cj.l 


(_l)n-iA d“-i 
1.2... n — 1 dz“— 1 


.g'(z-C)' 


V. Liouville’scher Satz. 

Wir begriinden den Beweis desselben auf die vorstebende 
Formel, indem wir darin setzen: 

P' (z) 


F(z) = 




WO 0{z) eine eindeutige doppelt periodische Fuuktion ist, deren 
Perioden wie oben 2 K and 2iK' sein sollen. Die Wurzeln C sind 
dann die Auflosungen der Gleichungen; 

~ WJz) ~ 

Wir wollen die ersten mit die letzteren mit C' bezeichnen, indem 
wir immer voraussetzen , dass sie durch die Formel: 

p — H 2 K- 1 “f— 2 i K * u 

dargestellt werden, wo t and a zwiscben Nall and Eins liegen, 

(z) 

Was die Residaen von ^ anbetrifft, so weiss man, dass die- 

(P (z) . ’ 

selben gleich •+• 1 oder gleich — 1 sind, je nachdem sie sich aaf 
die Grossen C oder f ' bezieben , and da ibre Samme gleich Null 
ist, so kommt man auf den bemcrkenswertben Schluss , dass die 
Grossen C und C gleicher Anzahl vorhanden sind. Bezeicbnen 
wir nun diese Anzahl mit n, so bat man: 




, g'(^-Cn) 
g(z-Cn)’ 


S‘{z-Q,) H‘iz-C,) 

a(z-C,) 

Hieraus folgt, wenn man unter A eine beliebige Constante versteht: 

g(z-C.) H{z-Q,. . . E(z-Zr,) 


(I>(z) = AeC* 


Siz-C,) H(z-Z\) . . . H{z _C'„) ’ 


uci ult; iv uiiu /n I ais rtjrioueii iiaDen 

— Benutzt man aber die Beziehungen: 

^r(x + 2K) = — 

a’(x + 2iK') = 5^(x) 

ezcichnet die Summe der Wurzeln C mit die Summe der 
dn C' cnit 2*^5 so findet man: 

(z + 2 K) = 0 (z) eSKC, 


(z -+- 2 i KO = 0 (z) e 
3 S sein muss : 


2iK'C+|^2’5 



e2KC 

C K K _ 


iese Bedingmigen geben, wenn man unter a und jS beliebige 
Zahlen vcrsteht; 



— 2'C' = 2aK-h2y9iK'. 


bcachte diese merkwiirdige Beziehung zwisclien den Wurzeln 
rleichungen: 


0 (z) = 0, 



on Liouville entdeckt worden ist. Was die ganzen Zahlen a 
? anbetrifft, die darin vorkommen, so fiigen wir nur noch hinzu, 
sie sich unmittelbar auf die Funktion 0 (z) selbst raittelst der 
iden Glcichung beziehen; 


'(p+2iK't),, pi(g‘(p +2Kt) ,^ 7t 

- (pH-2iK't)''‘”Jo iP(p-+-2Kt)“'“2KK' 


(aK+y5iK'). 


us ergeben sich nachstehonde Folgerungen. Es ist: 

ir(z-j-2'0 = fl(z-»-i:'C' + 2aK + 2^iK') 


daher; 




nan auch schreiben kann; 


I! 


(— 1)“+<S 






C) 


ff(z-h2'C) 




— f^/5z 

Vertauscht man min den Exponentialfaktor = c , welcher 
in der Entwickeluiig von (z) vorkommt , mit diesem Quotienten 
zweier Punktionen II iind setzt: 


A = a, 

so ist: 

^ H{z-t:\)H{z-!:\)...ii{z+izy 

Man erkennt aber im Zaliler mid Nenner von 0 (z) die Ausdriicke 
wieder, welche wir schon angewandt haben, indem wir den Abel- 
scbeu Satz von der Addition der Argumente bewiesen. Ist z. B. die 
Anzabl der n ungrade, so ist der Ausdruck: 

..,E 

(zj 

derselbe, als der, welcben wir Seite 60 betrachtet baben und den 
man folgendermassen ausdriicken kann: 

dx 

f>(z) = P(s^)-J-^ xF. (x^), 

U J ^ ^ 

wo F (x) und (x) ganze Polynome vom Grade — ^ und — g — 

bezeicbnen und x gleicb sin am z, cos am z oder Zl am z genommen 
werden kann. Ist n grade, so ist der Ausdruck derselbe, als der, 
welcher Seite 61 mit (x) bezeichnet wurde, und man hat dann, 
wenn man unter F (x) und f (x) ganze Polynome von x, beziiglich 
n n — 2 

von den Graden g und — versteht; 


n(z-Q Hjz-Q . . . H{z+SO 

^2) 

, d sin am z 

= sin am z F (sm^ am z) ^ f (sin^am z). 

Man sieht also, dass 0 {z) durch den Quotienten zweier Ausdriicke 
von der angegebenen Art bestimmt ist; gerade aber in der Reduction 
einer doppelt periodiscben Funktion auf sin am z und seine Ab- 
leitung besteht die Aufgabe, mit der wir uns hier zu bescbaftigen 
hatten. 
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Beweis, den wiv so eben gegeben haben, beruht giinzlich 
allgemeinen Ausdruck einer doppelt pcriodischeu Funktioii, 
sorbin gefunden batten, niimlicb: 






“*-^2 






HXx~Cu) 


wollen nocb einen Weg angeben, unmittelbar dazu zu ge- 
idem man von der Gleicbung ausgebt: 


) at) dt -h b f (pH-a-f-bt) dt — a f (p 4 - b 4 - at) dt 

— h f (p*-f-bt)dt = 2 iTid. 


►ben a = 2 K, b = 2|iK' und setzen wir; 


f (z) 


F (z) 


Ii‘ (x~z) 
E(x—2i)' 


t sicb aus der Definition der Funktion H (z): 


Jr(z+2K) H\z) 
^(z4-2K) B{zy 

jy'(z — 2iK0 _ \n 

H(z-2iK')~ ■~Zr(z)"^K’ 


US folgt: 


f(z+2K) = f( 2 ), 

ITT 

f(z4“2iK0 = fz4-^F(z), 


ie vorstebende Gleicbung sicb reducirt auf: 

J^^P(p + 2Kt)dt = — 

i^erscbiedenen Residuen, welcbe in d enthalten sind, be- 
‘b einerseits auf z = Ci; C 2 • • • C /4 «nd audererseits auf 
Die ersteren, wenn sie, wie wir annabmen, einfachen 
entsprecben, geben als Summe; 

ff'(x-C.) . p H‘(p,-Q ■ 


, Theorie der elliptischen Fuuktionen, 


8 


UDd das auf z = X beziigliche Residmim, welches eine einfache 
Wiirzel von (x—z) — 0 ist, wird offenbar — F (x) seiii. Der 
hieraiis sich ergebeude Ausdrnck i’iir Zl giebt unmittelbar die Gleichung; 


P(x) 


= f^F(p + 2kt)dt4-R, 
do 


H (x— C,) 


+-R, 




H (x— C m ) ■ 


Wir fiigen 
schreiben : 


in Beziig auf diese Formel, die wir abgekiirzt 
P(X) = C + 2 'K ' 


noch eine Bemerkung hinztt. Wenn man das Additionstheorem fiir 
die Argnmenie der Fnnktion zweiter Gattung*) anwendet, hndet man 
leicht die Hezieluiiig: 


H'[x) HU) 

H{x-:rH{x)- Hit) 


cotamx J amx 


sin am x 

sin am Cain am (x — Q ' 


Hieraus foJgt, wenn man in den Ausdruck von F (x) einsetzt iind 
die Gleichnng: 

2’R = 0 


beriicksichtigt, die neue Formel: 

H (C) F sin am x 

F (x) C ^ jy sin ana C sin am (x — C) 

Oder: 

S R sin am x 

sm am C sm am (x — C) 

Dies ist ebenfalls eine Reduklion der doppelt periodischen 
Fuuktion auf sin am x und seine Ableitung, Aber die scbnellere 


0^(x) 

*) In Z (x) kommt eigentlich die GrSsse vor, 


statt ihrer kann 


/i'(x) 1 7/(x) 

man indess setzen, vermittelst der Gleichung sin am x = » 

welche, wenn man die logarithmischen Ableitungen beider Glieder nimmt, 

. , H* (x) 0' (x) 

giebt : = cotg am x A am x.- 



yleich selien werden. Betraclitcn wir niimlich dieFmiktion: 


f(z) = 


F(=^) 

sin am (z) sin am (x — z)’ 


riodcn 2 K und 2 i K' sind. Hire Rosiduensumme iirnfasst 
diejcnigeu, wclclic sicli aiif die Winzeln C der Oknehnng: 


, diose sind: 



R 


V ^ 

sin am C sin am (x— C) ’ 

n'crseits diejenigcn Residuen, welcho sicli ans d(?n beicleii 
gen: 


sin am z = 0, sin am (x— z) = 0 
innerbalb der Perioden 2 K und 2 i K' hat 
Wurzeln z = 0, z = x, welchcn die Residuen 
A 

entsprechen. Man hat folglich; 

\ R F(Q) _ F(x) 

^ sin am C sin am (x — C) sin am x sin am x 


man indess 

F (Q) 

sin am x’ 


= 0 , 


er: 


R sin am x 

^ F (0) “h j Q 


' ganz ahnliche Weise findet man fiir eine Finiktion S* (x), 
]en Bedingungen geniigt: 

^ (x -f. 2 K) = ~ (x), 

(x + 2 i K') = % (x), 


acben Ausdruck; 


8 ^ 


sin am (x C) ’ 

worin nur die VVurzeln f vorkoramen, die innerhalb 2 K und 2 i K' 
enthalten und durch die Formel; 

= p H- 2 Kt + 2 i K' u, 
wo t und u kleiner als Eins, gegeben sind. 

Hiermit brechen wir ab, indem wir glauben, ziemlich voll- 
standig die elementaren Theile der Theorie der elliptisnhen Punk- 
tionen erschdpft zu baben, welcbe der Lehre von der Transformation 
vorausgeben. 



ANHANG. 




eber Fuuklioiien von einer coinplexen Variablen 
ind liber die MehrdeuUgkeit der Integrale. 


I, Geometrische Darstellung des Imaginaren, 

erschiedenen Abscbuitteu dieses Buches, 2. B. in D.II, und 
t auf die Cancliy’sche Theorie cles Iniaginaren and auf 
Zusammcnhaug stchcnde Gogenstaude, so in H.IV. auf 
uenrechnung, Bezug genommcu. Der Uebersetzer halt es 
r angemessen, dicse wichtigc Theorie, die jetzt auch bei 
•en Betrachtuugen unentbehrlich zu werdeii beginnt, mit 
i^orten 211 geben, urn so niehr, als die Elomeutarbiicher 
11 hicrauf Rucksicht zu nehmeu pflegen. — 
ie man sich zunachst eine grade Liuie, nach beiden Seiteu 
idliche gelieud, auf derselbeu einen beliebig angenommenen 
und eine Strecke, die man als Eiiiheit betraehfet; sei 
ejenige der beiden Richtiingen festgestellt, die als positiv 
t werden soli, so kauu man, vou 0 beginncnd, immer ein 
A, aber nur eins abmessen, welches einer beliebig ge- 
recllen Grosso z entspricht, und man kann sagen, dass 
Dsitiven oder negativen Werthe von z ein Punkt A auf 
Linie entspricht. — 1 st aber z = x + yi eine complexe 
liort dicse Veranschaulichung auf; gcht man indess, statt 
L' Linie, nach Gauss’s und Cauchy’s Vorgange von einer 
us, so kann man auch hier geometrische Betrachtuugen 
i. Man nimmt namlich auf dieser unendlich gedachten 
vci auf einander rechtwinkelige Axen beliebig an, bestimmtv 
i eine beliebige Strecke als Einheit, so wie die positive 
der Oi’dinaten und Abscissen; es kbnncn dann die beiden 
xi’bssen x und y immer als Abscisse und Ordinate eines 
A in der Ebene betrachtet werden, und es wird sonait jedem 
von z = X y i ein solcher Punkt, und zwar nur einer 


Uixl imHginilren Theii beziiglich immer Ordinate und Abscisse ver- 
stamlen siinl. Alle Punkte anf der Abscissenaxe haben dann reelle, 
allft auf der Ordinatennxe rein imaginare Werthe. Den Ausdriick 
z = X + yi kann man nocb auf eine andere Art geometrisch be- 
stimmeu als durcli Ordinate und Abscisse. Setzt man namlich; 

X = r cos z =: r sin ^5 

d. Ii. fiihrt man Polarcoordinaten ein, so ist: 

z = re?j. 

Der Modul von z stellt also die Entfernung des entsprechenden 
Pimktcs A vom Anfangspunkte der Coordinaten, der Winkel <p die 
Ltige dieser Entfernung zur Abscissenaxe dar. Es ist ferner klar, 
dass man von einem Werth von z: a, zu einem andern b auf im- 
endlich viel Weisen in continuirlicher Art iibergehen kann^ dass 
aber nur ein Weg eine grade Liuie bildet. Sind a und b reell, so 
ist cliese grade Linie die Abscissenaxe, und dieser Weg ist der ein- 
zige, auf welcheui Avahrend des ganzeu Uebergauges von a zu b 
die Grosse z reell bleibt, 


n. Ueber ihmktionen von einer complexen Variablen. 


Sei: 


und 


2 =s X y i 

u == f (z) = p “f* qi. 


Damit die Funktion von z u volistiindig definirt sei, muss zu jedem 
complexen Wertbe von z, d. h, also zu jedem Punkte der unend- 
lichen Ebene, ein bestimmter, nach irgend einem Gesetze sich er- 
gebender complexer Werth von u gohbren. Sollte dies Gesetz also 
derart sein, dass fur jedes z sich zwei oder mehrere Werthe von u 
daraus ergeben, so muss in jedem Falle derjenige der Werthe, der 
zu nehmen ist, nilher bestimmt werden. Wir unterscheiden demnach 

eindeutige und mehrdeutige Punktiouen ; z ist z. B. eine inehr- 
deutige Funktion, da zu jedem z n Werthe der Wurzelgrdsse ge- 
horen, wahrend az-f-b eine eindeutige Funktion ist. u = f (z) wird 
sich im Allgemcinen mit z zugleich continuirlich andern, nur in ein- 
zelnen Punkten kann hiervon eine Ausnahme stattfiuden, insofern u 



rir als Discontinuitats-Punkte der Funktion u bezeichnen. 
und Weise, wo sich u mit z andert, wird durch die Ab- 

I augegeben. In Bezug auf dieselbe ist bier jedoch eine 
Bcmerkung zu machen, Bekanntlich ist: 

p. = f (z + «) - f (z) 
dz a 

iwindendes a. Denken wir uns zunilclist diese verschwin- 
dsse a reell, so ist, wie die Aufangsgriiade der Difterenzial- 
crgeben, die bezeichuete Grenze eine im Allgemeinen von 
ngige neue Funktion von z, und nur fiir eiiizelne Piinkte 
les kann diese Grdsse von a abbangig und somit discon- 
werden, Gleicbes findet statt, wenn man statt des reellen 
in imaginare verschwindende Grosse jS'i setzt. Indess folgt 
dem Begriffe der Funktion, dass die Ausdriicke: 

f(z + a) -- f (z) f — £(z) 

a ’ ^i 

derselben Grenze nahern. Setzen wir demgemass; 

(£) - 


f (z-f-a-f-y5i) — f(z) 

— = lira 

oz a+yji 

/uwachs also comjdex ist, es ist dann offenbar auch: 

f (z-f-«-f“y9i) — f (z-f-a) •"!-£( z-|-ct) — f (z) 




en des verscbwindend kleinen a: 


Sz 


du 

dz 


a 




a 


e Frage, ob imd wann Discontinuitaten von u ISngs ganzer 
ttfinden, soil bier unerwogen bleiben. 


mitliiu ware die Ableituug vou dem Quoticuten ^ reellen und 

imagiuaren Thcilos des Zuwaelises, also von eiuer im Allgemeinen 
endliciieii Grosse abhlingig. Diese Abhangigkeit wird nur dann 
venmedeUj wenn die Bescbaffenheit der Fimktion u es bedingt, dass 
du __ /du\ 
dz ^dz / 

ist; es wird daiiii uiimlich sich unmittelbar ergeben: 

du dn 

dz dz ’ 


darni ist also der Diffcroiizialquotieiit gauz iinabhangig vou der Be- 
schaffonbeit clcs Zuwacbses a-+-/Si, derselbe mbge reell, rein ima- 
ginar Oder complex soiu. Fiinktiouen, welcbc diese Eigenschaft fiir 
joden Werth von z babeu , nciint Cauchy monogeu. 

lu deu Eleinenteu der Analysis wird dargetban, dass alle alge- 
braiseben Fmiktiouen, so wie- die Exponeiitialgrdssen, Logarilbmen 
uud trigonometriseben Fuuktionen in der That monogeu siud, uud 
es zeigt sicb leicbt, dass alle Combinationen solcber Grosseu, so 
wie die mittelst der Integralrecbuiuig aus ibuen entstebenden Fuuk- 
tioueu diese Eigenschaft beibebalten. Da wir es bier nun aus- 
schliesslicb mit solcbeu Fuuktionen zu tbun baben, so nehmen wir 
fiir die iu dem Folgeuden zu betraebteuden Grossen obne Weiteres 
auj dass dieselben monogen sind, also die Bedingungsgleicbung 


/duN du 

[dzj S 


erfulleu. 


III. Eindeutige und mehrdeutige Funktionen. 

1st die Funktion u = f (z) eindeutig, nnd lasst man z von 
irgend einem Puiikte a der Ebene zu einem andern b fortschreiten, 
so wird, welcben Weg man aucb verfolgc, die Funktion vou dem 
Werthe f (a) zu dem Werthe f (b) iibergeben, und ist dieser letz- 
tere immer derselbe, also von dem Wege ganz uuabbangig, da ja 
wegen der Eindeutigkeit von u in Punkt b die Funktion nur deu 
einen Werth f (b) annebmen kann. 

Sei nun aber die Funktion u mebrdeutig; nebmen wir z. B. an, 
sie kdnnte fiir einen beliebigen Punkt z die Werthe (z) uud (z) 
annebmen; es ist dann mdglicb, dass, weuu man auf zwei verschie- 
denen Wegen von a zu b iibergebt, indem man mit demselben 
Werth von u fiir a, also z. B. mit (a) beginnt, man scbliesslich 



Binen Wege den Werth (b), auf dem andem aber £, (b) 
Jm dies an einem Beispiel klar zu macben, wollen wir die 
u = ]/z betrachten, welche fiirjeden Punkt zwei einander 
. gleiche, aber entgegengesetzte Wertbe hat. 
anen wir mit einem Punkte der Abscissenaxe , dec den 
/"erth a bat, mit dem positiven Wertbe von Va und gehen 
Wegen zu Punkt b = — a iiber. Diese beiden Wege 
s voin Aiifangspuukte der Go- 
mit Halbmesser a gezogeuen 
e acb und adb sein. Fiibren 
coordinaton ein, so ist r = a, 
der Winkel (p des Ra- 
der Abscissenaxe ist fiir Halb- 
) positivj fiir adb negativ zu 
fiir b wird also ini ersten 
= -I- 71 , im letztern <p =. — tt, 
crbalt auf dem ersten Wege 
— a: 

u = ]/ae^* = i |/a , 

letztern : 

u = )/ae— = — ij/a , 

nail in der That auf beiden Wegen die beiden einander 
jesetzten Wertbe von u erbalten bat. Wir gelien jetzt auf 
ande ein, unter welcben solcb ein Wecbsel der Wertbe 
kann. Es sind hierbei diejenigeu Pimkte derselben in'*s 
fassen, fiir welcbe zwei oder mebi’ere Wertbe von u, also 
£2 (z) einander gleicb werden; dergleichen Punkte nenuen 
3cbe Punkte. “ 

u = )/z z. B. ist der Anfangspunkt der Coordinaten ein 
Punkt, da fur denselben z=0, = ^ — ]/0ist; fiir 

Hz ist z = — ^ ein solcber. Untersucben wir jetzt die 
u = f(z), welcbe mebrdeutig ist, also z. B. die Wertbe 
£2 (z) annebmen kann, fiir zwei Wege acb und adb, die 
ne Eiidpunkte a und b baben (Pig. H.) ; nebmen wir zu- 
i, diese Wege wichen nur unendlich weuig von einander 
dem ganzen Umfange acbd und innerbalb desselben sei 
inuirlich und es fande sicb daselbst keiu kritischer Punkt, 
also fiir jeden Punkt auf diesem Umfange und innerbalb 
die beiden Wertbe (z) und (z) urn eiue endlicbe 
»n einander verschieden sind. Fangt man in a mit u = f^ (a) 




Fig, 11. an una verroigi. aen vveg aeo, so 

wird sich u continuiriicli andern und 
in jedem Punkte des Weges, z. B. 
c Oder b, mit einem der beiden 
Wertbe von f (z) anlangen, den wir 
als fj (c), (b) bezeichnen wollen. 

Verfolgt man nun mit demselben 
Anfaiigs wertbe Weg adb, so wird, 
da die Funktion bier continuirlich 
ist, in keinem Punkte dieselbe einen 
Werth annebmen konnen, der von 
clem eines benacbbarten Pimktes 
des Weges acb um eine endliche 
Grosse verschieden ist. Ist also d unendlicb nabe dem Punkte c, 
so wird u bier den Werth f, (d), nicbt (d) annebmen, da der 
letztere Wertb um eine endlicbe Grosse von (d), also aucb von 
(c) abweicbt^ dasselbe gilt von jedem Punkte der Linie adb, es 
wird also auf diesem Wege die Funktion denselben Wertb erbalten, 
als auf dem ersten. Man siebt nun, dass man den Baum von acb 
bis aeb in unendlicb kleine Banme tbeilen kann, deren Grenzlinien 
ac,b u. s. w. alle dureh a und b gehen. Auf alien diesen Wegen, 
schliesslicb also auf Weg aeb wird f (b) denselben Wertb erbalten, 
wenn man von a mit einem bestimmten Wertbe ausgeht, falls sich 
in nnd anf dem Umfange adbe kein kritiscber oder Discontinuitats- 
punkt befindet; Aehnliches gilt fiir die Streeke afb, welcbe auf 
eben die Weise durch continuirlicbe Uebergange ad,b u. s. w. aus 
adb entsteht. Damit also auf zwei beliebigen Wegen aeb und afb 
in b die Funktion denselben Werth erhalt, vorausgesetzt, dass man 
in a von demselben Wertbe ausgegangen ist, reicht es hin^ dass 
innerbalb und auf aebf kein kritiscber oder Discontinuitatspunkt 
liege, wie aucb dieser Umfang bescbafiPen sei. Was die Discon- 
tinuitatspunkte anbetrifft, so kommen bier diejenigen nicbt in Be- 
tracht, wo u = f (z) unendlicb ist und nicbt fiir einen unendlicb 
kleinen Zuwachs von z in’s Endliche uberspringt, wo also die Dis- 
continuitat darin besteht, dass u = f (z) positiv, u = f (z -f- v) 

TT 

negativ unendlicb ist, wie z. B. tg z fiir z = Denn auf solchen 

betracbtet man die Funktion v = , welcbe daselbst Null wird, 

f (z) 

also continuirlich bleibt. - Es kann also aucb selbst dann auf den 
Wegen aeb und afb die Funktion f, (z) nicbt in (z) ubergeben, 
wenn in oder auf dem Umfange f (z) unendlicb werden sollte. 



iDv.uiitiiiuiLa,uojjuuii.Lc wuiieu wir ais von erster jviasse be- 
Finden dagegen Discontinuitaten statt, wo f(z) von eiuem 
Werthe zu einem andern, oder von einem unendlichen zu 
ilichen Werthe iiberspringt, so konnte ein solcher Wechsel 
3. Wir bezeichnen solche Discontinuitatspunkte als von 

dasse, Ein Beispiel eines Discontinuitatspunktes zweiter 

1 

ietet z, B. die eindeutige Punktion a -f- (b — a) e— 
zhe fiir x = a 4- v den Werth a, fiir x = cc — v den 
annimmt, wo v eine positive unendlich kleine Grbsse ist. 
n zwischen ad^b und adb sich ein oder mehrere kritische 
efiuden, also z, B. in g f, (g) = f2(&) werden, so sieht 
dass in den benachbarten Punkten d und d^ die Funktionen 
f2(dj nur unendlich wenig von ehiander abweichen, also 
’gang eintreten kann; es ist also mbglich, dass aiif Weg 
Punktion in b mit Werth (b) anlangt, wahrend sie auf 
) mit angekommen ist. Ist dies der Fall und be- 

h dann innerhalb und auf aefb keine kritischen Punkte 
sieht man nach dem Vorigen, dass auch auf den Wegeh 
afb die Punktion in b mit verschiedenen Werthen an- 
leiches gilt von den Discontinuitatspunkten zweiter Klasse. 
i kritischen Punkte, welche etwa auf dem Umfange liegen, 
licht weiter in Betracht, da man in diesem Palle einen 
nahen, von solchen Punkten freien Umfang betrachten 
I wir baben daher folgenden Satz: 

fc man von a mit dem Anfangswerth u = fi(a) auf zwei 
ebb, so kbnnen nur dann fiir b sich versebiedene Werthe 
irgeben, wenn innerhalb des von beiden Wegen begrenzten 
icb kritische oder Discontinuitatspunkte zweiter Klasse 
elbstverstandlich aber ist durch das Vorhandensein solcher 
a solcher Wechsel nur moglich, nicht geboten.“ 
sehen also, dass in Raumen, wo dergleichen Punkte sich 
nden, die Punktion u=sf(z) in der That eindeutig ist, 
ehrdeutigkeit derselben nur von gewissen einzelnen Punkten 
es wird also im Folgenden von Raumen, in welchen ge- 
inktionen eindeutig sind, die Rede sein kbnnen. — 

Q wir jetzt voraus, dass die Wege aeb und afb in der 
3 zwei versebiedene Werthe von f(b) ergeben, und be- 
den ganzen Umfang in Richtung be afb, von u = fj(b) 

; man wird dann auf dem Wege b e a in a mit u = f^(a) 
da der Weg aeb von f, (a) zu f,^ (b) fiihrte, auf Weg 
gt man dagegen, wie oben gesehen, von fj^Ta) zu fjCb); 
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indem man also den Umfang beafb, in dem sich kritische Punkte 
befinden, beschreibt, gelangt die Funktion mit eiuem andern Wertbe 
als dem urspriingliclien zu ihrem Anfaugspunkte zuriick, was nii- 
moglich istj weun dergleicben Punkte (oder Discontinuitatspunkte 
punkte zweiter KJasse) in dem umscbriebeneu Eaunoe nicbt vor- 
banden sind. 

Aus diesem Umkreisen von Eaumen, weicbe kritiscbe Punkte 
onthalten, kann man die Mehrdeiitigkeit der Funktionen entstanden 
denken, Sei z. B. u = l/l z. In dicser Funktion ergiebt sicb 
fur z = — 1 ein kritiscber Punkt, sei A derselbe, also OA = — 1; 

bescbreiben wir um A einen Ereis 
mit Eadius A c = m ^ so ist in 
jedem Punkte der Peripherie 
X ~ — 1 4- m cos 7 = m sin <p^ 
z = — 1 -f- m e^-'j , wo <p von 0 
bis 2r fortscbreitet, walirend der 
ganze Kreis cdeac zuriickgelegt 
wird. Also dem Punkte c ent- 
sprecben die Wertbe ^ = 0 nnd 
^ = 2 7T, dieselben in u = ]/i 4 -z 
eingesetzt, geben beziiglicb u — ]/m nnd u = j/me^jri = ]/rn 
— — j/nij fangt man also in c, wahrend man den Kreis zuriick- 
legt, mit dem positiven Wurzelwertb an, so kommt man, nachdem 
der Kreis bescbrieben ist, mit dem negativen Wurzelwertb wieder 
nacb c zuriick. Bei eiuem nocbmaligen Umkreisen wird der positive 
Werth wieder hergestellt, Es ist klar, dass z. B. die Funktion 

(1-f-z) erst nacb nmaligem Umkreisen des kritiscben Punktes 
auf ibren Anfangswertb zuriickkommt. 

Betracbten wir ferner die Funktion u = Ig (1 «+• z). Da die- 

selbe fiir z = — 1 unendlich wird, so beti-achten wir v = , — ^ , 

lg(l4-z)’ 

weicbe fiir z = — 1 Null wird, und es ist klar, dass der unendlich 

vieldeutige Ausdruck diesen Punkt lauter gleicbe 

Wertbe, namHcb Null annimmt; es ist also z = — 1 ein kritiscber 
Punkt Bescbreiben wir wie oben den Kreis mit Mittelpunkt A und 
Eadius m, so ist u = Ig (l4-z) = Ig (me^^i), also fiir c zu Anfang 
und nacb Zuriicklegnng des Kreises beziiglicb u = Ig m und 
u = Ig (m) + 2;ri, nacb jedesmaligem Umkreisen des Punktes A 
wird dieser Ausdruck um 27ri vemebrt; nimmt man die Eichtung 
des Umkreisens entgegengesetzt, so erbalt 2;ri das Minuszeicben. 


Fig. III. 



enen aiie wertne von Jg(i4-zj. — Dies Bind die PJlemente 
orie der Mchrdcutigkeit monogener Funklioueii. Weiteres 
namentlich liber die Art, wie in den verscbiedeueu Fallen 
chiedenen Werthe einer melirdeutigen Grosse einander er- 
lesonders in Bezug auf die Wurzeln algebraiscber Gleiclmngen, 
lie auch im Buche eitirte Abhandlung von Pniseux. 


IV. Mehrdeutigkeit der Integrale. 

Definition eines bestimmten Integrals ist dnrch die Formel: 

1 f(2) d* = 

, fiir den Fall , wo n , welcbe Zahl die Anzabl der Elemente 
jutet, unendlich wird. Diese Elemente Zp siud den Be- 
i\\ unterworfen , dass jedes aus dem Vorliergehendcn auf 
‘liche Weise entsteht, dass a das erste und b das letzte ist; 
ner fiir auf einander folgende Wertbe von Zp sich auch f (zp ) 
tinuirlich andert; diese letztere wichtige Bedingung findet 
itatt, weil bei discontinuirlicher Aenderung die bekannten 
des Differenziirens und Integrirens nicht mebr richtig sjnd. 

, hieraus, dass das Integral (z) dz fiber jede Linie sich 

an kann, deren Endpunkte a und b sind; es giebt daher 
h viel solcher Integrale und alle diese wfirden verschiedene 
haben, wenn nicht die Monogenitat der Punktion f (z) bier 
□kungen eintreten Hesse, von denen sogleich die Eede 

d. 

d a und b reell, so kann man das Integral auf der Ab- 
xe nebmen, falls zwischen a und b kein Discontinuitats- 
tattfindet, und dies ist die in den Elementen gewobnliche 
Bestimmung der Integrale. Fig. IV. 

aber ein solcher Disconti- 
unkt z. B. in c statt, so 
r mittelst eines beliebig 
i denkenden Bogens d e f 
en werden, es ist dann 
jgral auf den Weg adefb 
hnen , und fiir diesen Bogen 
s Element imaginar. Dies erklart es, dass Integrate zwischen 
Grenzen selbst dann nocb continuirlicbe Wertlie ergeben, 




j: 


ax 
b X 


■Ig (-1), 


obgleicb fur x = 0, also zwisciien — b und -f-b Discontinuitat 
stattfindet; man muss sicb namlich den Anfangspunkt der Coordi- 
naten durch etwa einen Halbkreis, der denselben zum Mittelpunkt 
hat, umgangeu denken, wo dann keine Discontiiuutat stattfindet. 
Diese Bemerkung ist als eine nothwendige Ergauzung der Elemeiite 
der Integralrechnung zu betrachten und zum vollstaudigen V'er- 
standniss derselben erforderlich. — Ist b = a, so ist das Integral 
auf einer geschlossenen, im Uebrigen aber beliebigen Linie • ge> 
nommen, als z. B. auf einem Kreise oder auf dem Umfange eines 
Rechtecks u. s. w. Uebrigeus folgt aus den Elementen, dass ein 
Integral auf einem beliebigen Wege von a nach b genommen, den 
entgegengesetzten Werth hat, als das auf demselben Wege von b 
nach a genommene Integral, falls man nur im letzten Falle mit dem 
Werthe von f(b) beginnt, mit dem man im ersten aufhbrte. 

Was nun den Wechsel der Werthe eines bestimmten Integrals' 
anbetrifft, so gilt folgender Hauptsatz ftir alle monogenen Funktionen; 

Erstreckt man ein bestimmtes Integral in den Grenzen a und 
b auf zwei durch a und b geheude Linien, auf denen und zwischen 
denen die Funktion eindeutig ist und sich kein Discontinuitatspunkt 
befindet, so sind beide bestimmte Integrale gleich. 

Wir beweisen diesen Satz zunachst fiir zwei einander unendlicb 

nahe Linien acb und adb, Sei JJ^f(z)dz das auf die erste Linie 

bezogene Integral, so kann, da von dem auf adb bezogenen jedes 
Element z und f(z) sich nur unendlicb wenig von den entsprechen- 
den Elementen eines Punktes der Linie acb unterscheidet, das 
letztere Integral gleich 

gesetzt werden, wo das Variationszeichen o den Uebergang der 
Linie acb zur Linie adb darstellt. Nach den Gesetzen der Va- 
riationsrechnung ist aber 

5 f (z) dz = [f (z) cl ^ z H- ^fz dz]. 


Ian hat aber: 

f (z) d8z = f (b) 5b — f(a) 5a d f (z) 5z. 

I den Grenzen a und b beide Wege zusammentreffen, ist aber 
db = da = 0 


aber: 


d f (z) dz = [d f (z) dz — d f (z) dz]. 

[z) eine monogene Punktion, folglich 

d f (z) d f (z) 

dz dz 


elches auch die BescbaiBPenheit des Zuwachses sei, so ist dieser 
'uck glcick Null und folglich der Werth von f (z) dz fur 

Werthe gleich. Was bier fiir zwei unendlich .nahe Integra- 
p’ege bewiesen wurde, gilt fiir beliebige, da von jedem zu 
nacbsten und so bis zu einem beliebigen iibergegangen werden 
, und die Variation verschwindet, falls sicb innerhalb des 
n durcbmessenen Raumes kein Discontinuitatspunkt befindet. 
Dieser Satz ist identisch mit dem folgenden. 

5atz I. jjBefindet sicb innerhalb eines gescblossenen TJmfangs 
ICO (Pig. V.) und auf demselben kein kritiscber Oder Discon- 
atspunkt, so ist das iiber diesen Umfang erstreckte Integral 
1 Null.“ 

[n der That sind die Integrale fiir die Wege OAB und OCB 
i; setzt man fiir das letztere das auf Weg BOO bezogene 
ral mit umgekebrtem Vorzeicben, so ist die Summe der auf 
\ und BCO, d. b, auf OAB CO bezogeneu Integrale in der 
Null. — Aus unserem Pig* V. 

ergiebt sicb aber nocb 
blgende allgemeinere. 

Satz II. ,,Betracbten wir 
• von mehreren geschlosse- 
Linien begrenzten Raum, 
den zwischen OAB CO, 

•g, hklmb, npzrn liegen- 
und sei innerhalb dieses 
facb begrenzten Raumes, 
adenfalls eine (die aussere) 
enzung die ubrigen ein- 

rmite, Theorie der elliptischen Fauktionen, 9 




ist tiafi auf die aiissere Begrenzniig bezogene Integral gleich der 
Snnime der auf die innern Bogroiizungen bezogcnen, wenn alle Be - 
grenzuDgen in derselben Ricbtmig zuriickgelegt werden/^ 

Es ist niimlicli das iiber GAB erstreckte Integral gleich dem 
iiberOgdehklnpzB erstrcckten, da beide Bcgrenzungen keinen Dis- 
continuitatspmikf einschliessen; ebenso ist das iiber BOO erstreckte 
Integral gleich dem uber BzrnlmbefgO erstreckten, also das gauze 
iiber OABCO erstreckte dem iiber OgdehklnpzBzrnlmhefgO 
erstreckten gleich; vom letzteni aber beben sich, da die Funktion 
in dem betracliteten Baume cindeutig ist, die entgegengesetzten 
Strechen: Og, gO — eh, he — In, nl — zB, Bz weg, nnd es 
bleibeii die Integrale iiber gdef, hklm, npzr iibrig. 

Ist eine Funktion innerljalb eines irgond wie begrenzten Raumes 
eindeiitig, aber niebt continuirlich , so findet der letztore Satz noch 
immer statt, wenn man die Discontiniiitatspuukte als Mittelpunkte 
unencllicb kleiner Kreise betrachtet luul die Peripherien dev letzteren 
in die inneren Begvenzungen mit anfuimmt, denn in den ubvigcn 
Raumen ist dann die Funktion continuirlich. — Ist der Baum, in 
welehom die Funktion cindeutig und continuirlich ist, der von zwei 
geschlosseuen Umfaugen begrenzte Ring, so ist das Integral auf 
die eine Grenzeurve ausgedehnt, dem auf die andere aiisgedehuten 
gleich. * 


V, Entwickelung der Funktionen in Reihen, 

Der Satz II. giebt unter Anderem das zur Entwickelung der 
Punktionen in Reihen nach positiven und negativen Potenzen der 
Variablen, so wie nach Vielfachen der Sinus und Cosinus Nothige, 


Pig. VI. 



Denken wir uns zimachst zwei 
um den Anfangspunkt der Coor- 
clinaten bezuglicli mit den Radien 
R und r gezogene Kreise, wo 
R ^ r ist, und nebmen wir an, 
dass auf dereii Peripherien inner- 
halb des durch beide gebildeten 
Binges die Funktion f (z) eindeutig 
und continuirlich sei; ist dann 
z = a ein im Binge befindlicher 
Punkt, so wird auch die Funktion 
f (z) 


A 


z— a 


innerhalb dieses Binges 



mil. uus jruiiKies z = a, lur weicuoii sie uiiejidlich 

ist, emdeutig imd continuirlich seiii. Umgiebt man also a mit 
iinendlicli kleineii Kreise, dessen Radius p ist, so wird das 

in Kteis mit Radius R bezogene Integi-al von — ^ gleich deni 

0 beiden Kreise init Radien r und p bczogenftn Iiitegrale des- 
Ausdriicks sem. Es ist nun fiir den ersten Kreis z = Rev^, 
n zweiten z fiir den dritten z ^ a zu setzen. 

. P^'*^f(Rct'’)Ref>d^ . 

^ J() Rei-'*— a Jo — a 

-f- i J* f d^. 

iiftigeu wir uns zunaclist mit dem letzten Integral. Es ist: 
f {a -h />es-*i) = f (a) 4- P {(p). 


F (^) == f (a 4- - f (aj 

ioll. Mitliin unser Integral: 

i{a + pe,f^)d<f =r 27rf(a)4-J^ F {p) dp. 
der grdsste Werth, den F (^) aunebmen kann, so ist; 

J F (p) dp 2 TT L , 

la wegen der voraiisgesetzten Continuitat von f (z) in dem be- 
leten Fllicbenraurae F (p), also auch L iineudlich klein ist, so 
lan : 

f f (a -H /9 dp = 2 tt f (a). 

Jo 

:m ersieii Integrate ist dev Modul von a immer kleiner als R 
laber ; 

n = oo 

n = 0 

ie unter dem Siimmenzeichen entbaltene Reihe jedenfalls com 
rt. Im zweiten Integral ist der Modul von a grosser als r 
deshalb : 


9 * 


wo die unendliche Keihe ebenfalls convergirt. Bemerken wirjedocli, 
dasa nur dann. .wenn a innerhalb des betraebteten Einges liegt, bei 
beiden Reiheo Convergenz stattfinden kaon; fur jeden Punkt a 
innerhalb des kleinereu Ki’cises wird namlicli die erste, fur jeden 
ausserhalb des grosseren die letzte Reibe divergireu. Die so ge- 
fundenen Werthe in unsere Formel eingesetzt, geben; 




0=0 
Oder : 


n = l 


1) f(«) = Jo" 

n=:0 

n = oo 


2^f (Een) d^ 
R“ 


pD QlKf i f 


n = l 


(r 


d. h. f (a) ist immer in convergenter, Keihe nach positiven und nega- 
tiven Potenzeu von a entwickelbar , so lange der Modul von a 
zwiscben dem grossten und kleinsten Werthe derjenigen Moduln 
liegt, fiir welche die Punktion f (z) immer eindeutig und eontiniiir-’ 
lich ist. Bleibt f (z) von Modul Null an bis zu einem gewissen E 
eindeutig und continiiirlich , so ist r = 0 zu setzen; 


2 ) 




d^ 

K« * 


d. h. jede Funktion f (a), die fur a = 0 eindeutig und continuirlich 
ist, kann immer nach ganzen positiven Potenzen von a entwickelt 
werden, so lange der Modul von a kleiner als deijenige ist, fur 
weleheii f (z) aufhbrt eindeutig und continuiidich zu sein. Findet 
aber die • angegebene Bedingung nicht statt, so muss nothwendig 
die Reihe divergireu. 

Aus den Elementen der Theorie der Reihen folgt, dass nur 
eine Entwickelung von f (a) nach ganzen positiven Potenzen von a 
moglich ist, es muss daher die entsprechende bier gegebene Ent- 
wickelung mit der Maklaurin’schen ubereinstimmen , d. h es ist: 


jeclocli iunerhalb cles Kreises liegeu muss, fur welchen f (z) 
itig uud continuirlich ist. Uebrigens ist klar, dass die beiden 
ale, welehe in der Entwiekelung 1) vorkommeu: 


j, 


2^ f (R e^'^) d <p 
R« ’ 


J »2;r 

l-n 

0 


f (r e^'‘) d <p , 


c aiicb, weiin man wiecler r uud R ev'‘ glcich z setzt, ge- 
beii werdeii kouuen: 


1 (’f (z). 1 

T tJ 


de gescblossene Curve gleichen Werth gebeii, die ganz iuuer- 

des bezeichiietoii Riuges , oder im Falle 2) iinierlialb des Kreises 

I toil ist , nur mit Ausnalune des Fades, wo z = 0 ist; dciiii 

'f (z) - • • “ • 

f (z) eindeutig uud continuirlich. 


isen Raumcn siud 


iunen also in 1) r uud R durcb jeden zwisclien beiden liegen- 
eellen Werth, und in 2) R durch jeden positiven Werth, der 
ir als R ist, jedoch niclit dui*ch Null ersetzt wcrden. 

)ie Reihe 1) cnthiilt auch das zur Entwiekelung naeh Sinus 
Josiims der Vielfachen der Variablen N.othige, so weit es sich 
omplexe Fiinktionon bezielit. Sei uamlicli: 



2 7iiu 



i' («) = f Ig /?) = (/3)i 

von « = 0 an bis zii einem gewissen Modul eindeutig und 
luirlich, so brauclit deshalb im Allgemeiiieu nicht </>(/?) in dem 
chneten Umfange diese Eigenscliaften zu thoilen. . Denn ist 
ein Werth von Ig /3, so ist der allgemeine Werth dieser Grdsse 
H- 2 S7ri, also : 


eine beliebige ganze Zahl ist. Damit dieser Ausdritck ein- 
g sei, muss fiir jeden Werth von a, f (a -+- a») = f (a) sein, 
f (a) die Periode co haben, Setzen wir' dies voraus, so ist 

) = f ^1 (^)l in der That eindeutig und continuirlich, , so 


2rc 

Q sin (f 

Der Modiil von jS 1st also e , ein Ausdruck, der, wenn 

271Q 

man f veranderlich denkt, jeden Worth vou e bi e " an- 
iiehmen kaim. Den reclleu Werthcn von a entspricht immei: 
sin ^ = 0, also dor Modul 1 von , da nun R der grosste Modul 
von a ivar, fiir wolchen f (a) die verlaugten Eigenscliaften haben 
muss, so bleibt 0 (/5) eindeutig und continuirlich, so lange sich /? 

2:tR 

in einem Ringe befiudet, der durch die Kreise mit Eadien c " uud 
^ 2nR 

e begrenzt ist und man bat iunerhalb dieses Einges nacb 1): 

+ 1 ; 

0 1 

2r?R ^ 2:rE 

WO r irgend ein zwisehcn c und c ^ liegeuder Worth ist, 
cin solcber ist z. B. r := 1 ; nimmt man diesen Worth , so wird, da 

0(^3) = f 0 = f wcnn man also jS 

= e " setzt; 



n = l 


Oder wenn man setzt und statt der Exponentialgrossen 

ti'igouometrische einfiihrt: 




1+22 

n= I 


2n7r 

cos — {a — /} 


st die Fourrier^sche Reihe in ibrer gewohuliehen Form, sie 
,r alle Funktioneii f (cc), welche die Periode lo habeii, so 
dicselbeu cindeiitig und eontiuuirlicb sind. 1st a reell, so 
[nan, dass die Gtlltigkeit der Reibc sclbst durcb Discojitinui- 
aicbt ausgescblosseu wird, Jedoch berllbrt dieser Fall uiisere 
htuugen nicht 


VI. Grundzuge der Residuenreclinving. 

3 vorigen Abschnitt wurdeu wir auf Intcgrale. gefiihrt, die 
bcr Kreise mit nneudlicli kleiuem Radius orstreckten, deren 
lunkt ein Discontinuitatspnnkt war. Wir wollen jetzt solche 
lie berechnen, imter der Vorausselziing, dass in der Um- 
\ des Discontinuitatspiinktes f (z) eindentig sei. Fur den be- 
aten Punkt sei z=: aj es lasseu sich dann von demselbeu aus 
kreise zieben, von denen der Radius des einen beliebig klciu, 
dere so klein ist, dass er keinen zweiten Discontinuitatspiuikt 
iesst, und innerbalb des so entstandenen Ringes wird sicb die 
on f (a -f“ u) , die in diesem Ranme eindentig und continuir- 
i;, nacli Formel 1) des vorigen Abscbnittes entwickeln lasscn, 
also; 

n = Q o n = 0 0 

f (a •+■ u) = ^ An u» -h ^ B„ u-“. 
n== 1 n = 1 

3 bandelt sich nun um das Integral J f (a -f- v) dv, auf einen 

mit iinendlich kleiuem Radius ausgedelint. Wir konuen uns 
diesen Kreis iramer als innerbalb des bezeicbiieten Ringes 
[ denken, da der kleinere Radius desselben ja beliebig klein 
inn; setzt man somit v = pe^^j so ist das betracbtete In- 

n=: 00 

p f (a+/>c(P>) Atp = \ ■^n Jo ' Af 

ll=:0 
nsss 00 

+ i A<p. 

U = 1 


o 1 — 

P2,t 

n = 1 entspricht, dies ist namlich L = 27 t. Man bat also: 
Jf(a-|-v)dv = 27riB^, 

Bj ist der Coefficient yon ^ in der Entwickelung von f (a -f- v) 

nach negativen iind positiven gauzen Potenzen von v; Dieseu Ent- 
wickelungscoefficienten nenut Cauchy das Eesiduum von f (a -h v). 
Wir bezeichnen ihn durch das Symbol; 

B^ = Ees f (a). 

Es ist also das in dem bezeicbneten unendlich kleinen Kreise um 
den Diseontinuitatspunkt genommene Integral gleicb dem ent- 
sprecbeiiden Kesidimnij mit 2 7 ri multiplicirt. Nach IV. dieses Au- 
bianges ist also, weun f (z) innerbalb eines beliebigen Umfanges 
eiodeutig, aber nicbt continuirlich ist, also die Discontinuitatspunkte 
a,, aj . » . an enthalt: 

p = n 

J f (z) dz = 2 ;ri Res f (ap), 

p = l 

wo das Integral sicb iiber den ganzen Umfang erstreckt. Dieser 
Satz giebt, um ein Beispiel seiner reicbeu Anwendbarkeit anzii- 
fiihrcn, das frucbtbarste bis jetzt bekannte Verfahren zur Berech- 
nung bestimmter Integrale. Nebmen wir namlicb an, der bezeichnete 
Umfang sei ein Reehteck, dessen eine Seite ein Stuck 2a der Ab- 
scissenaxe bilde, in dessen Mitte sicb der Anfangspunkt 0 befinde, 
so ist, wenn man z = x -f- yi setzt, das Integral zu nehmen flir 
jede der vier Seiten. d, b. 1) x von — a bis -Ha, y = O 5 2) x =-+-a, 
y von 0 bis H-b^ 3) x von -Ha bis — a, y = b; 4) x = — a, y von 
b bis 0. Denkt inau nun a b === 00 und nimmt an, dass f (x-Hyi) 
fur X = + CO und y = -hoo verschwinde, so haben diejenigen drei 
Integrale, welche sicb auf die nicbt in die Abscissenaxe fallenden 
Seiten des Rechtecks beziehen, Null zum Argument, und das Inte- 
gral ist nur auf der Abscissenaxe, also mit reeller Variable von 
— 00 bis -Hflo zu nehmen, es ist also; 

Jri f (^) dz = 2 wi ^ Res f (ap), 

WO die Summe die alien Discontinuitaten a, deren imaginarer Theil 
positiv ist, entaprecbenden Residuen umfasst. Vorausgesetzt ist, dass 
die Punktion auf der Abscissenaxe selbst continuirlich ist. Da die 


en Bedingung , dass namlich f (z) fiir jeden reellen Oder ima- 
in uueudlichen Werth verschwin^de, das bestimtnte Integral 
berechnen. 


Cine andere Anwendung ist foig^nde. Bezeichnen wir die Ent- 
lungen von f (a) in Abscbnitt V, 1) und 2) mit U und nehmen 
an, dass die Funktion innerhalb eines Kreises oder Binges 
itigj aber nicht mehr continuirlich. ist, so kommt uach IV. in 


f (z) 

Intwickelung des Integrales von • , welche V, A) gegeben 

z — cc 

I, noch ein Theil, der von den um die Discontinnitatspunkte 
;enen unendlich kleinen Kreisen herriihrt, hinzu^ dieser Theil ist 

f (a-4- h) dh . . , 

) a -f- h — cc ’ ^ entsprechenden Diseontinuit^tspunkt 

tet,. das Integral auf den entsprechenden unendlich kleinen 
imd das Summenzeichen auf alle im Binge oder-Kreise liegen- 
Discontinuitaten a yon f (z) geht. Es. ist aber; 


fli 

J a 


f(a.+-h) dh 


+ h 


2 :ri Bes 


f(a) 


nithin geht die Entwickelung in V, 1) und 2) iiber in : 

f_(a) 


f (a) = U 


Bes 


J bezeichnet im Pall 1), wo die Eindeutigkeit innerhalb eines 
!S stattfand, eine nach positiven und negatlven ganzen Potenzen 
6 fortschreitende, im Falle 2), wo sie in einem Kreise statt- 
eine nur nach positiven Potenzen fortschreitende Beihe. Im 
rn Falle enthalt unsere Entwickelung die Zerlegung aller ein- 
jen (algebraischen oder transcendenten) Funktioiien in Partial- 


e. 


Was .den Ausdruck Res 




so laset . sich 


en Punkt a herum f (a -h u),. wie oben gesehen, in eine nach 
ven und ncgativen Potenzen von u fortschreitende Beihe; 


1=00 n = 0 0 

n = f» n = l 


Bn 




ckeln. • 

Da a ungleich a ist, kann u immer, abgesehen vom Vdrzeichen,. 
!r als a — a angenommen werden, und es ist: 


138 


j, — 

a — a— u a — a 


UP 


p = 0 

also der iu mit - imiltiplicirte Theil; 

a — a u 


(a - a)i> ’ 


n= oo 




Re, £(2L = 

a — a {a — a)” 

n= U 

Fiiidet in a eine Discontinuitat erster Klasse statt (siehe III. des 
Auhangs), so beschrankt sich diese Summe jedoch auf eine endliche 

Anzahl Glieder. Es ist namlich f (a) = oo ; = 0 wird daun 

continuirlich und es lasst sich fiir hiureichend kleiues u ^ iu 

eine nach ganzen positiven Potenzen von u geordnete Reihe ent- 
wickeln, Sei : 

Cp UP 


-u) 


Cp^.! UP"*"^ Hh 


1 


es verschwindet namlich wegeu = 0 jedenfalls das von u freie 

Glied der Entwickelung ; es ist indess moglich , dass ausserdem uoch 
eine beliebige Anzahl, also, wie hier angenommen wiirde, (p — 1) 
Glieder verschwinden , naturlich kauu p auch gleich Eins sein. Es 

ist dann lim r =: Or, fiir die Greuze u = 0, und in die- 

uP f (a-hu) P ’ 

sem Falle uennt man den entsprechenden Punkt a eine Unendlicii- 

keit pter Ordnung fiir f (z). Die Funktion uP f (a-|-u) = ip u ist 

dann um a == 0 herum continuirlich und lasst sich nach ganzen 

positiven Potenzen entwickeln. Sei; 

u = Bp -f- Bp_i u -H . . . H- B, uP-i -f- H- A, u-H . . . , 
so ist auch: 


f (a+u) = ^ + 


Bp^i 

UP-l 


u 


•A„ 


■ A. u . 


also der negative Theil von f (a-+-ii) beschrankt sich auf p Glieder, 
und demzufolge ist: 

Res = y 

a — a (ot — a)» 

n=l 



''erfolgen liesseu, hier abbrechen. 


Der Vollstandigkeit wegen erwahnen wir hier noch die Art, wie 
ie Entwickelungen in V. und VI. in der Nahe eines kritischen 
3 S modificiren. Moge f (x) fur x = A derart mehrdeutig sein, dass 
n Umkreisungen des Punktes A f (x) seinen anfanglichen Werth 
• erhUlt. Setzen wir x == A so ist also: 

f (A H- o) = f (A + 4)e2n77i). 1 ) 

1 

nun: y = (x — A) a und f Cx) = <p(y), so ist zunachst, so lange 
dne eindeutigc Funktiou von x ist, ip (y) auch eiue solclie von y, 
jedera y niir ein Werth von x = A-f-y“ gehort. Setzt man 

- ^ 

X ~ A -H , so wird y = /< “ e « ; da positiv war , so kann 
1 

stets als positiv betrachtet werden. Gleichung 1 ) verwandelt 
9 ) = <P ’ 

der Modul von y. Es kommt also (p (y) schon uach einmaligem 
dsen des Punktes A auf seinen friiheren Werth zuriick, ist mithin 
fiir A eindeutig. Es liisst sich also 75 (y) = f (x) nach ganzen 

£ 

en Poteuzen von y oder (x — A)“ entwickeln innerhalb eines um 
ogenen Kreises, in welchem sich ausser A keine kritischen und 
itinuitatspunkte befinden. Finden Diseontinuitatspunkte statt, so ist 
asiduensurame von <p (y) fur diese Punkte hinzuzufiigen ; ist der 
he Piinkt A zugleich ein Discontinuitatspunkt , so findet sich in der 
lensumme dps entsprechende, auf A heziigliche Glied; 


X 


Ba 

8 . 

(x— A) u 


B. Reduktioii der Integrale algebraischer FuDktionen, 
welche eioe Q.uadratwurzel von eincr ganzen Funktion 
vierteu Grades enthalten, auf elliptisclie integrale. 


Diese elementare Betrachtung gehort zwar in die voin Verfasser 
iibergangene Theorie der Transformation, sie ist jcdoch selbst fiir 
die einfaclisteii Anwendimgeii so nothvveudig, dass der Uebersetzer 
es fur gut halt, dieselbe hier ii'achzutrageh. 

Sei das Integral; 

|> F (x) dx 

J <p (x) Vflx) 

gegeben, wo F (x) und <p (x) ganze rationale Fimktionen von x von 
beliebigem , <p (x) eiue solche vom vierten G-rade sei, so lassen sich 
durch eine Transformation aus diesem Ausdrucke die mit iingraden 
Potenzen behafteten Glieder entfernen. Es ist zunachst namlich 
]/(jj (x) immer auf die Form )/a x- -h 2 b x -f- c 2 x-f- c, 

zu briugen, wo die Coefficienten alle reell sind, wenn die Coeffi- 


cienten von (p (x) reell waren. 


Setzt man nun x =: 


PT^-qy 

H-y’. 


so wird 


k'V’W = (1:^7 Ka(p-f-qy)'‘-f-2b(p-t-qy)(l-+-y)-f-c(l-|-y)“ 

X V*^i(P"f'qy)^-+-2b,(p + qy)(l-l-y)-4-c,(l-q-y)2 ; 


um hierin die mit y multiplicirteu Ausdrucke verschwinden zu 
machen, setzt man: 


apq -4- b(p+q) c = 0 

und 


aiPq-P* bjp + q) + c, =0. 

Habe die Gleichung ax^-f-2bx-f-c =?= 0 die Wurzeln a uud /? und 
a^x^-+-2b^x+c^ = 0 die Wurzeln y und so ist: 



rj V 




_(a+fl = 2^, o/S = 

_fr+S) = 2^, 

die beideu Bedingungsgleichungen fiii* das Versdiwinden der 
icienten von y werden: 

p q — ^^^(p+q) a/9 = 0, 



p + q = 


2 (a^-yS) 

a-hl3—r—o’ 


— — a/3 — 

a-^/3—Y^.d 


1 die Coefficienten von (p (x) reell sind , werden auch p und q 
Die Bedingung fiir letzteres ist namlich die, dass (p — q)* 
iv sein muss, p + q und pq sind nun reell, die Grdssen a und 
id entweder reell oder von der Form und X — /xi, also 

ifalls und a/S reell; Gleiches gilt von y und 8. Es er- 

L sich nun: 

/p— qV /p+qY _ («— r)(“— ^)(/^— 

- P‘1- (^d+fi-r-sr . 

er Ansdruck ist in der That positiv; denn sind z. B. y und 8 
;inare von der Form A+/ti, A — /ai, so ergiebt sich fur den 
er: 

[(a— A)^-P-/r’] [(/S— A?-t-/i*]. 

auch a und y3 von der Form A, -}-;u,i, A, — /i,i, so ergiebt 
fiir den Zajaler: 

[(A, — A)^ + 

a /3 Y d reell , so kann man diese Ausdriicke so ordnen, dass 
> > r ^ ebcnfalls der Zahler als 


p und q also immer reel! bestimmeii «nd es wird; 


J/j!’ (x) = VCcy- + cl) K(ey*- 


r (x) P + Qy 

Setzt man aucli in — x ==? ein, so hort diesei* Ausdruck 

(f (x) 1-f-y 

uicht auf rational 2U sein. 

Nun kommt es darauf an, das Integral: 

f 

Ji’ (y) VCcy-H-d) (ey'^+f) 

auf die Form dz zii bringen, wo U cine rationale Funktion von 

sin amz, cos am 2 oder zl amz ist. Wie im Buche sclbst (Abschnitt G.) 
gezeigt, lasst sich dieser Ausdruck namlicb immer auf eiue der drei 
Gatlungen von elliptisclien Funktiouen znriickfiihren. Ziinachst siud 
in unserm Integral die Faktoren c und e durch Division wegzu- 
schafien. Verstebt man dann unter a und b beliebige reelle Grbssen, 
so nimmt der Wurzelausdruck immer eine der folgenden funf For- 
men an: 

1) V(y^ -H a-) (y^ Hh b-'), 

2) ]/(y= + aO (y^ - b»), 

3) ]/_(yi -H a“) (y-* — b“), 

^(y’ — a-) (y- — b’). 

5) (y'" — a") (y- — b'O. 

Wir setzen nun, indem wir unter k den Modul von sin am (z) ver- 
steben, in jedem dieser 5 Falle: 

a- — b^ 

1) y = b tg am z, fc!* = - , 




wuliu Wir aie YYUrzeiauscirucke mit U 


U = ab sec^ am z zl am z, 
b [/a’^-H-b'^sinamz 

1) U = ;; J am z, 

cos^ am z ’ 


b sin am z d am z 


U b]/a--hb-smamz Jam z , dy == — bsi 


sin amzdamz. 


1) U = abcosamzJamz 
b]/a-~b^ siiiamz 


dy = b cos am z d am z, 


. b(/a-~b2smamz bsinamz 

) U = ; J am z, dy = d am z 

^ cos^ am z ^ cos- am z ’ 

d am z . , y 

a = dz ist, ergjcbt sicb fur in jedem derSFalle; 

l)“dz, 2) - :r j=r rdz, 3) - 3 — cU ^ 

4) idz, 5) dz. 


er rationale Theil des Integrals — 7^ ist eine rationale Punk- 

9 (y) 

Dn sin am z, cos am z Oder tg am z. Die Reduktion auf eine 
ei Formen elliptischer Integrale kann also immer auf die im 
gegebene Art bewerkstelligt werden. 



er. 

SeUe 11, Zeile I von nnten, statt: — — \ — ; lies: — r- 

„ 15, „ 11 von oben, statt: Addition, lies: Definition. 

„ 32, „ 12 von unten, statt: cos x, lies: cos 2x. 

„ 61, „ 2 von nnten, statt: vierten Grade, lies; vier nten Grade, 


Drnckfelil 


Druck von G. lllckethier iu Berlin. 




